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Die Arbeit widmet sich der Beschreibung des mechanischen Verhaltens von 
teilgesättigten Böden. Die an den bodenmechanischen Prozessen beteiligten Phasen sind 
das Korngefüge, Wasser und Luft. Grundlage der Abhandlung ist die konsequente 
Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Böden mit den Erhaltungssätzen von 
Masse und Bewegungsgröße sowie die Entwicklung entsprechender konstitutiver 
Gleichungen. 
 
Die Arbeit befasst sich besonders mit den Wechselwirkungen zwischen den drei Phasen 
des Bodens. Diese Wechselwirkungen sind verantwortlich für viele wichtige 
Phänomene in der Bodenmechanik, wie zum Beispiel: Auftrieb, Durchlässigkeit, 
Strömungskräfte, Kapillarität und Kapillarkohäsion. Die Wechselwirkungen 
mechanisch zutreffend zu beschreiben, ist für die Nachweise im Grundbau von 
erheblicher Bedeutung. 
 
Die Arbeit basiert auf Ansätzen der „Theorie poröser Medien“. Sie zieht Erkenntnisse 
aus benachbarten Forschungsdisziplinen wie der theoretischen Mechanik, der 
Bodenkunde, der Lagerstättenkunde und des Chemieingenieurwesens heran und 
untersucht diese auf Brauchbarkeit für die Bodenmechanik. 
 
Abschließend werden die Gleichungen für den Spezialfall eines starren Korngefüges so 
aufbereitet, das damit zum Beispiel für den Tunnelbau entsprechende Anfangs-
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This work deals with the description of the mechanical behaviour of unsaturated soils. 
The phases involved in the processes of soil mechanics are the grain skeleton, water and 
air. The basis of the work is the consistent description of the mechanical behaviour of 
soils with the conservation laws of mass and momentum as well as the development of 
the relevant constitutive equations. 
 
The work carries out especially formulations for the interaction between the three 
phases of the soil. These interactions are responsible for many important phenomena in 
soil mechanics, such as: buoyancy, permeability, seepage forces, capillarity and 
capillary cohesion. To describe the interactions in accordance to mechanical laws is of 
considerable importance for proofs in geotechnical engineering. 
 
The work is based on approaches of the ‘Theory of Porous Media’. It includes findings 
from neighbouring research disciplines such as theoretical mechanics, agrology, deposit 
science and chemical engineering and examines these for their usefulness for soil 
mechanics. 
 
Finally, the equations for the special case of a rigid grain skeleton are prepared in such a 
way that corresponding initial boundary value problems can be formulated, for example 
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1 Einführung 
Die mechanischen Wechselwirkungen der Phasen des Bodens sind für den Bauingenieur 
eine wichtige Grundlage zur Bewältigung von Problemstellungen aus der Boden-
mechanik. Während für die feste Phase des Bodens, das Korngefüge – ausgehend von 
den klassischen Berechnungsverfahren – in den vergangenen Jahrzehnten diverse Stoff-
gesetze entwickelt wurden, blieb eine adäquate Beschreibung der mechanischen 
Wechselwirkungen der Bodenphasen in den Anfängen stecken. Diese Arbeit soll die 
Bodenmechanik über einige damit verbundene Defizite hinweghelfen und einige 
wichtige Grundlagen liefern. 
 
Dieses erste Kapitel soll eine kurze Einführung in die Problemstellung liefern. Es 
werden darin die grundlegenden Modellvorstellungen präsentiert, die den Wechsel-
wirkungen zugrunde liegen. Es werden weiterhin einige Phänomene vorgestellt, die auf 
die in Rede stehenden mechanischen Wechselwirkungen beruhen. Außerdem werden 
verschiedene Anwendungsgebiete benannt, in denen die mechanischen Wechsel-
wirkungen der Phasen des Bodens oder vergleichbarer Gefüge eine wichtige Rolle 
spielen.  
Die Beschreibung der Wechselwirkungen in der klassischen Bodenmechanik, die vor 
allem mit Namen wie Darcy und Terzaghi verbunden ist, bildet zwar nicht die Grund-
lage dieser Arbeit, muss jedoch – als state of the art – in diese Einführung 
aufgenommen werden. Als Grundlage der Beschreibung der mechanischen 
Wechselwirkungen dienen in dieser Arbeit Ansätze auf Basis rationaler Mechanik, wie 
sie vor allem mit den Namen Truesdell, Coleman, Noll und Bowen in Verbindung 
gebracht werden. Einige Grundideen werden hier kurz vorgestellt. Die Einführung 
schließt ab mit der Schilderung der wichtigsten Ziele dieser Arbeit sowie deren Aufbau 
und Abgrenzung. 
1.1 Physikalische Grundlagen und Anwendungsgebiete 
Bevor wir zu einer Beschreibung der mechanischen Wechselwirkung kommen, sind 
zunächst die Modellvorstellungen vom Boden, die diesen Beschreibungen zugrunde 
liegen, zu klären. Im Anschluss daran sind die verschiedenen mechanischen Wechsel-
wirkungen zumindest verbal zu umschreiben, um im Anschluss daran verschiedene 
Anwendungsgebiete dieser oder vergleichbarer Wechselwirkungen – innerhalb und 
außerhalb der Bodenmechanik und des Grundbaus – zu benennen. 
1.1.1 Der Boden und seine Phasen 
Böden, wie wir sie in der Natur oder in künstlicher Form antreffen, bestehen aus ver-
schiedenen Bestandteilen, die in unterschiedlichen Phasen auftreten. 
Der wichtigste Bestandteil, der nämlich, der ihm zum Gefüge verhilft, ist das Gemenge 
an festen, mehr oder weniger großen Bodenkörnern. Diese bestehen in erster Linie aus 
verschiedenen Mineralien. Dieses Korngefüge ist aus Sicht der Bodenmechanik der ent-
scheidende Teil des Bodens, weil es das mechanische Verhalten wesentlich prägt. Die 
klassische Bodenmechanik behandelt das Korngefüge wie einen festen, kontinuierlichen 
Körper. Davon abweichende Erscheinungen – wie etwa Erosion oder Bodenver-
flüssigung – werden als Ausnahmen von dieser Modellvorstellung verstanden und 
müssen deshalb vielfach kategorisch ausgeschlossen werden. 
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Den Raum, der von den festen Bestandteilen nicht ausgefüllt wird, bezeichnen wir als 
Porenraum. In ihm halten sich alle weiteren Phasen des Bodens auf, welche im 
Wesentlichen fluider Natur sind. Von größtem Interesse ist dabei das Wasser, welches 
im Boden in flüssiger, fester und gasförmiger Form auftreten kann. Weiterhin bilden 
verschiedene Gase volumenmäßig einen Hauptanteil der Porenfluide. Für grundbauliche 
Problemstellungen ist die Zusammensetzung dieser Gase vergleichsweise irrelevant. 
Von Interesse sind auch einige weitere Inhaltsstoffe des Bodens, welche sowohl vom 
Volumen- wie vom Massenanteil gering sind. Es handelt sich vornehmlich um Schad-
stoffe, wie z.B. einige Derivate der Kohlenwasserstoffe. Deren Aufenthalt im Boden ist 
für die klassischen grundbaulichen Problemstellungen nicht entscheidend, ihr 
Ausbreitungsverhalten im Boden kann aber durchaus Gegenstand von Untersuchungen 
sein. 
 
Festzuhalten bleibt, dass die meisten bodenmechanischen und grundbaulichen Problem-
stellungen mit einem Dreiphasenmodell ausreichend genau beschrieben werden können, 
welches darüber hinaus auch die Basis für eine weitergehende Modellvorstellung 
hinsichtlich der Ausbreitung von Schadstoffen im Untergrund bildet. 
 
Die drei Phasen dieses Modells sind: 
− die Bodenkörner, die das Korngefüge bilden (fest) 
− das Wasser (flüssig) 
− die Luft (gasförmig) 
 
Auf dieses Modell und seine drei Phasen sollen sich alle weiteren Überlegungen bezie-
hen. 
1.1.2 Mechanische Wechselwirkungen 
Die mechanischen Wechselwirkungen zwischen den drei relevanten Phasen des Bodens 
werden naturgemäß durch den Bewegungszustand der beteiligten Phasen, insbesondere 
den der fluiden Phasen, bestimmt. Umgekehrt beeinflussen die mechanischen Wechsel-
wirkungen zwischen den einzelnen Phasen deren Bewegungszustand. 
Grundsätzlich lassen sich für die Fluide zwei Arten von Bewegungszuständen unter-
scheiden: die fluidstatischen Zustände, d.h. die Fluide befinden sich wie der Boden im 
Ruhezustand und die fluiddynamischen Zustände, d.h. die Fluide bewegen sich inner-
halb des Bodens. Genaugenommen beinhalten die fluiddynamischen Zustände die fluid-
statischen als Spezialfall. 
Mechanische Wechselwirkungen zwischen den beteiligten Phasen lassen sich bereits im 
fluidstatischen Zustand als Phänomen beobachten. Die sogenannte "Kapillarität" des 
Bodens, die das schwerere Fluid Wasser entgegen der Schwerkraftrichtung im Boden 
halten kann, der "Auftrieb" sowie die Auswirkung der Porenfluide auf die "Festigkeit" 
des Korngefüges sind Erscheinungsformen solcher Wechselwirkungen. 
Grundsätzlich bestehen diese Wechselwirkungen auch bei fluiddynamischen Zuständen; 
sie werden dann jedoch ergänzt von Wechselwirkungen, die sich aus dem gegenseitigen 
Durchdringen der Phasen ergeben. Derartige Phänomene werden in der klassischen 
Bodenmechanik gefasst durch Begriffe wie "Durchlässigkeit" von Böden und 
"Strömungskräfte". 
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In der Bodenmechanik sind die fluiddynamischen Zustände von entscheidender Be-
deutung, da sich die beteiligten Fluide in aller Regel im Korngefüge bewegen können. 
In diesem Zusammenhang ist zunächst der Begriff "Strömung" zu klären. Mit 
"Strömung" wird hier die Bewegung von Fluiden durch einen festen, porösen Körper 
bezeichnet, wobei diese Bewegung durch die feste Phase – hier also dem Korngefüge – 
entscheidend behindert wird. Diese Einschränkung hat für die Beschreibung der 
Bewegung der Fluide eine erhebliche Bedeutung. Die Bewegung der Fluide in einem 
porösen Medium unterscheidet sich deshalb erheblich von Bewegungen in Gerinnen, 
wie zum Beispiel Flüssen. 
 
Damit Strömungen in festen Medien überhaupt eintreten können, sind einige Voraus-
setzungen zu erfüllen. Zunächst muss das Medium mit durchgängigen Poren versehen 
sein, es müssen sich bewegliche Fluide, d.h. Flüssigkeiten oder Gase darin befinden und 
letztlich bedarf es eines antreibenden Mechanismusses, welcher noch zu spezifizieren 
ist. 
 
Hinsichtlich ihrer Porosität lassen sich Böden unterteilen in: 
− Böden, bei denen die Poren – mehr oder weniger perfekt – homogen über 
das Volumen verteilt sind. Dieses gilt in erster Linie für nichtbindige 
Böden und bis zu einem gewissen Grad auch für bindige Böden. 
− Böden, bei denen die Poren im Wesentlichen aus Klüften oder Rissen 
bestehen, bei denen die Poren also vorrangig flächenförmig ausgebreitet 
sind. Dieses gilt vor allem für Felsgesteine, jedoch manchmal auch für 
bindige Böden. 
− Böden, deren Poren aus einer Kombination der beiden Porenarten 
bestehen. 
 
Das Hauptaugenmerk soll hier auf Böden mit homogen verteilten Poren liegen. Böden 
mit Kluftstrukturen können bei entsprechend feiner, regelmäßiger Verteilung der Klüfte 
in erster Näherung auch als Medium mit homogen verteilten Poren beschrieben werden. 
Grundsätzlich ist jedoch ein anisotropes, also richtungsabhängiges Verhalten der 
mechanischen Wechselwirkungen zwischen den Phasen in Betracht zu ziehen. 
1.1.3 Fragestellungen in verschiedenen Disziplinen 
Literaturrecherchen zeigen, dass die hier in Rede stehenden Fragestellungen in unter-
schiedlichsten natur- und ingenieurwissenschaftlichen Disziplinen behandelt werden. 
Diese Tatsache hat unter anderem für die Erschließung und gezielte Bewertung von 
Literaturstellen große Bedeutung. Die unterschiedlichen Fachdisziplinen sollen an die-
ser Stelle kurz vorgestellt werden: 
 
− Lagerstättenkunde (vgl. z.B. Marle, 1981). Beschrieben werden Verfah-
ren zur Förderung von Erdöl und Erdgas. Dabei wird Wasser zur Ver-
drängung des Fördergutes in den Boden eingepumpt. 
− Chemieingenieurwesen/Verfahrenstechnik (vgl. z.B. Schubert, 1982; 
Brauer, 1971). Dabei geht es z.B. um die Herstellung und die Verarbei-
tung von Lebensmitteln. Unter anderem wird das Eindringen von 
Feuchtigkeit und das Auspressen von Wasser aus Pulvern oder Filtern 
untersucht. 
4  E. Perau 
− Bodenkunde (vgl. z.B. Scheffer/Schachtschabel, 1992). Relevant wird 
die Strömung von Luft und Wasser in Böden für landwirtschaftliche 
Fragestellungen, z.B. die Bewässerung und Belüftung von 
Pflanzenwurzeln. 
− Hydrogeologie (vgl. z.B. Busch/Luckner/Tiemer, 1993). Es wird der 
Wasserkreislauf innerhalb und außerhalb des Bodens beschrieben. Dazu 
gehört zum Beispiel die Versickerung von Niederschlägen. 
− Bauingenieurwesen. Beschrieben wird zum Beispiel der Feuchtetransport 
in Bauteilen, die Trocknung von Holz, Gasdurchströmung von Abfällen, 
Luft- und Wasserströmungen im Boden (vgl. z.B. Fredlund/Rahardjo, 
1993). 
1.1.4 Fragestellungen im Grundbau 
Strömungen in porösen Medien werden also auch in anderen Disziplinen des Bau-
ingenieurwesens, z.B. der Bauphysik und dem Stahlbetonbau untersucht. Unter anderem 
geht es dabei um das Eindringen von Feuchtigkeit in Mauerwerk oder Beton. Die rech-
nerische Untersuchung von Strömungen nimmt jedoch in der Bodenmechanik – im teil-
weisen Gegensatz zu den anderen Disziplinen – einen besonderen Stellenwert ein. 
 
Zum einen lassen sich in der Bodenmechanik Strömungen häufig gar nicht vermeiden 
(z.B. natürliche Grundwasserströmung, Niederschlagsversickerung) oder werden sogar 
bewusst erzeugt (z.B. Grundwasserhaltung, hydraulische Sanierung), zum anderen 
beeinflussen Strömungen in der Bodenmechanik sehr häufig die Standsicherheit von 
Bauwerken, wohingegen ansonsten lediglich die Gebrauchstauglichkeit beeinträchtigt 
wird. Wichtig wird in manchen Anwendungsfällen des Grundbaus auch der Einfluss der 
Porenfluide auf das Verformungsverhalten eines Bodens, welches in erster Linie als 
Schwellen und Schrumpfen in Erscheinung tritt. 
 
Bei der Beschreibung von Strömungen im Boden ist vor allem die Anzahl der fluiden, 
beweglichen Phasen entscheidend und deshalb ein primäres Klassifikationsmerkmal. In 
der Bodenmechanik unterscheiden wir: 
 
− Einphasenströmungen (v. a. mit Wasser, aber auch mit Luft als Fluid) 
− Zweiphasenströmungen (v.a. mit Wasser und Luft, aber auch mit Wasser 
und Ölen) 
− Mehrphasenströmungen (v.a. mit Wasser, Luft und chemischen Schad-
stoffen aller Art) 
 
Problemstellungen mit einer strömenden Phase sind – was die laminare Grundwasser-
strömung angeht – seit geraumer Zeit erschöpfend beschrieben und auch vergleichs-
weise einfach lösbar (vgl. z.B. Busch/Luckner/Tiemer, 1993). So lassen sich laminare 
Strömungen mit dem Darcyschen Gesetz und dem zugehörigen Durchlässigkeitsbeiwert 
k  beschreiben. 
Beispiele für reine Wasserströmungen im Grundbau sind: Grundwasserhaltungen für 
Baugruben, Trinkwasserentnahmen, Umströmung von Baugrubenwänden, Unter-
strömung von Wehren. 
Auch die reine Bodenluftströmung, wie sie z. B. in erster Näherung bei der Bodenluft-
absaugung vorkommt, lässt sich mit Hilfe einfacher, an die Grundwasserströmung ange-
lehnten Gleichungen erfassen (Kister, 1994), (Schoen, 1996). 
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Bei der Untersuchung von Strömungsprozessen können – je nach Aufgabenstellung – 
folgende Größen Ziel der Berechnung sein: 
 
− Drücke (Kraftwirkung auf Bauteile) 
− Wassermengen (z.B. einströmendes Wasser, Entnahmemenge) 
− Sättigungsverteilung (z.B. Lage der freien Oberfläche) 
− Kraftwirkung auf den Boden (Auftriebs- und Strömungskräfte) 
 
Da der Boden ein poröses Medium ist, seine Poren dank seines aus Körnern 
aufgebauten Gefüges durchgehend sind und sich darin bereits im natürlichen Zustand 
Wasser und Luft befinden, spielen im Grundbau Zweiphasenströmungen sehr häufig 
eine wichtige Rolle: 
− Tunnelvortriebe unter Druckluft  
(vgl. z.B. Gülzow, 1994 Hochgürtel, 1998, Perau, 1999) 
− Altlastensanierung (Bodenlufteinblasung und -absaugung)  
(vgl. z.B. Kister, 1994) 
− Senkkastengründungen mit Druckluft als Wasserhaltung 
− Injektionsverfahren 
− Versickerungsanlagen für Niederschläge 
− Kapillarsperren als Abdichtungssystem (vgl. z.B. von der Hude, 1991) 
 
Bei der Behandlung der unterschiedlichen Problemstellungen bestehen grundsätzliche 
Unterschiede hinsichtlich der Berechnungsziele. Dieses gilt bereits innerhalb der grund-
baulichen Problemstellungen – aber ganz besonders natürlich im Vergleich zu anderen 
wissenschaftlichen Disziplinen. 
Innerhalb der Bodenmechanik, zum Beispiel bei der Niederschlagsversickerung, muss 
die Luft in aller Regel nicht bilanziert werden. Wie viel Luft unter welchen 
Bedingungen auch immer strömt, ist dafür belanglos. Bei den Druckluftvortrieben im 
Tunnelbau verhält es sich mit den Wassermengen manchmal ähnlich, hier ist die 
Luftbilanzierung entscheidend. 
Im Vergleich zu anderen Fachdisziplinen ist im Grundbau die gasförmige Phase des 
Wassers vergleichsweise unwichtig, dafür aber die Kompressibilität der Luft mitunter 
von Bedeutung. Von Sonderaufgaben abgesehen, sind in Grundbau und Bodenmechanik 
meistens thermische Effekte von untergeordneter Bedeutung. 
Die aus den unterschiedlichen Fachdisziplinen stammenden Modellvorstellungen sind 
aus diesem Grunde nicht ohne weiteres für unsere Fragestellungen verwendbar. 
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1.2 Beschreibung der mechanischen Wechselwirkungen 
Nun geht es um die mathematische Beschreibung der mechanischen Wechselwirkungen 
zwischen den drei Phasen des Bodens. Die klassische Bodenmechanik beschreibt diese 
Wechselwirkungen auf Basis der grundlegenden Ideen von Darcy und Terzaghi, welche 
im Laufe der Zeit modifiziert wurden. Zunächst werden hier die historische Entwick-
lung und der Stand der heute für die Zweiphasenströmung verwendeten Gleichungen 
vorgestellt. Verschiedenen Kritikpunkten an diesen Gleichungen schließen sich die 
Grundzüge der Ideen der rationalen Mechanik an, wie sie in dieser Arbeit zur Anwen-
dung kommen sollen. 
1.2.1 Historische Entwicklung der klassischen Beschreibung 
Die wichtigsten Ideen und Ansätze zur klassischen Beschreibung der mechanischen 
Wechselwirkungen zwischen den Phasen des Bodens finden sich in aller Ausführlich-
keit zum Beispiel in Bear (1972), Busch/Luckner/Tiemer (1993) oder Fred-
lund/Rahardjo (1993). Auf eine vollständige Darstellung der verschiedenen Ansätze 
kann an dieser Stelle deshalb verzichtet werden – zumal diese Ansätze nicht Grundlage 
der in dieser Arbeit verfolgten Ansätze sind. Da jedoch auf den "state of the art" 
mitunter Bezug genommen wird, darf ein kurzer historischer Abriss über die Entwick-
lung der klassischen Verfahren nicht fehlen. 
 
Wie bereits zuvor erwähnt, sind Einphasenströmungen, vor allem wenn sie ein in-
kompressibles Fluid betreffen, vergleichsweise einfach zu beschreiben. Durch die Ein-
führung eines Potenzials [m]h , das als "Standrohrspiegelhöhe" interpretiert werden 
kann, und des zugehörigen "hydraulischen Gradienten" ( grad h=i  [1]) sowie der soge-
nannten Filtergeschwindigkeit v  kann die Bewegung des Fluids mit dem Darcyschen 
Gesetz beschrieben werden (Darcy, 1856). 
k= − v i  (1.1) 
Hinzu kommt die sogenannte "Kontinuitätsbedingung", die besagt, dass die in ein 
Bodenelement einströmende Wassermenge der ausströmenden gleich ist. 
div 0=v  (1.2) 
Durch Einsetzen von (1.1) in (1.2) folgt daraus die bekannte "Laplacesche Differential-
gleichung": 
0h =  (1.3) 
Damit ist die Strömung eines inkompressiblen Fluids, wie z.B. Wasser, in Böden unter 
Wirkung eines Schwerefelds beschrieben, zumindest im Rahmen gewisser Einschrän-
kungen, die es an späterer Stelle noch zu spezifizieren gilt. 
 
Die mechanische Wechselwirkung zwischen Wasser und Korngefüge wird in der klassi-
schen Bodenmechanik in vier Effekte unterteilt: 
− Abhängigkeit der Festigkeit des Korngefüges von den wirksamen 
Spannungen nach Terzaghi 
− Auftriebskraft auf das Korngerüst durch das Wasser (bereits im 
fluidstatischen Zustand) 
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− Strömungskräfte auf das Korngerüst durch das strömende Wasser (nur im 
fluiddynamischen Zustand) 
− Durchlässigkeit des Bodens als Parameter zur Bestimmung der strömen-
den Wassermenge 
 
Die ersten drei Effekte beschreiben die Wirkung des Wassers auf das Korngefüge, der 
letzte Effekt die Wirkung des Korngefüges auf das Wasser. 
Am interessantesten ist ohne Frage der erste Effekt, der mit Terzaghis Ansatz der wirk-
samen Spannungen erfasst wird. Er ist unabhängig vom Bewegungszustand des Wassers 
vorhanden und wird üblicherweise mit der Gleichung 
' u = −  (1.4) 
beschrieben (Terzaghi, 1923). Darin werden die totalen Spannungen   aufgeteilt in die 
auf die Verformungen und die Festigkeit des Korngefüges wirksamen Spannungen '  
und die "neutralen" Spannungen, die mit dem Porenwasserdruck identisch sind. 
Die umfangreichen wissenschaftshistorischen Untersuchungen von de Boer haben er-
geben, dass das Konzept der wirksamen Spannungen bereits 1913 von Fillunger einge-
führt und 1915 experimentell nachvollzogen wurden (vgl. auch Fillunger, 1936). Diese 
Erkenntnisse blieben jedoch zumindest in der Bodenmechanik gänzlich unbeachtet. 
 
Der Effekt der Strömungskraft resultiert aus der Einwirkung der Wasserbewegung auf 
das Korngefüge. Die Reaktion dieser Kraftwirkung, das heißt die zugehörige Ein-
wirkung des Korngefüges auf das strömende Wasser, wird dabei nicht explizit ausge-
drückt. Dieses zeigt, dass die klassische Bodenmechanik das Hauptaugenmerk auf das 
mechanische Verhalten des Korngefüges richtet – was angesichts des vorrangigen Inter-
esses an der Standsicherheit von Korngefügen nicht verwunderlich ist. Zur Beschrei-
bung der Wasserbewegung werden jedoch keine Kräfte bilanziert – sondern die empiri-
sche Gleichung von Darcy ausgewertet. 
Die Berechnung und Verarbeitung von Strömungskräften bei der Einphasenströmung 
wirft bei isotropen Böden auch dem ausschließlich praktisch tätigen Ingenieur kaum 
Probleme auf. Bei anisotroper oder inhomogener Durchlässigkeit tauchen an dieser 
Stelle jedoch bei vielen Anwendern die ersten Unsicherheiten auf. 
Und auch bei Terzaghis Ansatz über die wirksamen Spannungen herrschte lange Zeit 
Unklarheit. Der Ansatz ist zwar richtig, war aber dennoch zunächst sehr umstritten 
(de Boer, 1991). Dieses ist aufgrund Terzaghis intuitiver Vorgehensweise und der in 
vielen Punkten falschen Argumentation (vgl. z.B. Brinch Hansen/Lundgren, 1960, S. 
13) durchaus verständlich. Die Gültigkeit dieses Ansatzes ist beschränkt auf ein Korn-
gerüst aus Körnern, die selber inkompressibel sind (Lade/de Boer, 1997). 
 
Zur Beschreibung von Zweiphasenströmungen wurde das Konzept von Darcy erweitert. 
Zunächst war nur das strömende Wasser von Interesse. So wurde die Definition des 
Potenzials h  und damit des hydraulischen Gradienten um einen Term erweitert, das 
sogenannte "Matrixpotenzial", das den Einfluss der Bodenkapillarität auf die Strömung 
des Wassers berücksichtigt (vgl. z.B. Busch/Luckner/Tiemer, 1993). 
Nach einer Buckingham (1907) zugeschriebenen Idee wurde das Darcysche Gesetz 
derart modifiziert, dass anstelle des Durchlässigkeitsbeiwerts k  nach Darcy eine 
Funktion eingeführt wurde, deren Wert bei voller Sättigung der Poren mit Wasser eben 
diesem Darcyschen Beiwert entspricht. 
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Die Funktion hängt ab vom Wassersättigungsgrad FS . Das ist bekanntlich der auf den 
Volumenanteil der Poren bezogene Volumenanteil des Wassers. Das Gesetz nach 
Darcy-Buckingham lautet demnach: 
( )Fk S= − v i  (1.5) 
Ein bekannter Ansatz für ( )Fk S  stammt von Richards (1931) (vgl. z.B. 
Busch/Luckner/Tiemer, 1993, S. 148 oder Helmig, 1993). 
Auch die Kontinuitätsbedingung nach (1.2) war nun zu modifizieren, da sich die 
Wassermenge in einem Bodenelement nun zeitlich verändern kann. Die erweiterte 








v  (1.6) 
Setzt man die Darcy-Buckingham-Gleichung (1.5) in die Kontinuitätsbedingung (1.6) 
ein, entsteht daraus die Richards-Gleichung, die der Laplaceschen Differentialgleichung 
in der Einphasenströmung entspricht. 
( )( )div grad 0F FSn k S h
t

 + −  =

 (1.7) 
Hinzu kommt die Notwendigkeit, das Matrixpotenzial innerhalb der Größe h  zu be-
schreiben. Dazu wird die sogenannte Saugspannungs-Sättigungsbeziehung eingeführt. 
Am häufigsten werden heutzutage die Ansätze von Mualem (1976) und van Genuchten 
(1980) angewendet (siehe z.B. Hochgürtel, 1998). 
( )c Luft Wasser Fp p p f S= − =  (1.8) 
Diese Funktion wirkt sich als ein zusätzlicher negativer Porenwasserdruck, der soge-
nannten "Saugspannung" aus und muss bei der Definition von h  einbezogen werden. 
Grundsätzlich ist diese Funktion ebenso wie die Funktion ( )Fk S  nach (1.5) abhängig 
vom betrachteten Boden. 
 
Mit den vorstehenden Gleichungen lassen sich die sogenannten "teilgesättigten Strö-
mungen" nun beschreiben. Im Wesentlichen unberücksichtigt bleiben jedoch dabei das 
Vorhandensein und die Strömung der Luft im Boden. Vielmehr werden die Poren im 
Boden als teilgefüllt angesehen. Der nicht gefüllte Anteil der Poren ist quasi "leer". Für 
manche Problemstellungen, wie das Versickern von Niederschlagswässern, ist das auch 
eine ausreichende Beschreibung des Phänomens, da hier Bilanzen über die Luft-
strömung nicht von Interesse sind. 
 
Vor allem in der Lagerstättenkunde existierten bereits seit der ersten Hälfte des Jahr-
hunderts Anwendungen, in der beide Phasenströme zu bilanzieren waren. Deshalb 
stammen die entsprechenden Erweiterungen der Ansätze auch in erster Linie aus der 
Forschung zur Erdöl- und Erdgasförderung. Muskat u.a. (1937), Wyckhoff/Botset 
(1936), Leverett (1941) sowie Buckley/Leverett (1942) haben Buckinghams Ansatz auf 
beide strömende Phasen (F=Fluid, G=Gas) übertragen, wobei die Funktionen ( )F Fk S  
und ( )G Gk S  bemerkenswerterweise nicht nur in ihrer Größenordnung sondern auch in 
ihrem Verlauf unterschiedlich sind. 
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Das Strömungsgesetz für beide Phasen lautet allgemein: 
( )F F F Fk S= − v i  (1.9a) 
( )G G G Gk S= − v i  (1.9b) 
Als Motivation für diese Ansätze wird angeführt, die "Durchlässigkeit" des Bodens 
verringere sich, weil der zum Strömen zur Verfügung stehende Porenraum zwischen 
den beiden Phasen aufgeteilt würde. 
Analog zur Herleitung von (1.7) entsteht durch das Einsetzen von (1.9b) in die Konti-
nuitätsgleichung für das Gas eine entsprechende Beziehung für die Gasphase. Dieses 
Konzept wurde zum Beispiel von Gülzow (1994) umgesetzt. 
 
Ausgebaut wurden diese Ansätze zum Beispiel von Kalaydjian (1990) zu einem gekop-
peltem Modell, bei dem der Wasserstrom nicht nur vom Potenzialgradienten des 
Wassers, sondern auch von dem der Luft abhängt (1.10a). Ebenso hängt der Luftstrom 
auch vom Potenzialgradienten des Wassers ab (1.10b). 
( ) ( )F FF F F FG F Gk S k S= −  − v i i  (1.10a) 
( ) ( )G GF G F GG G Gk S k S= −  − v i i  (1.10b) 
Die Notwendigkeit einer solchen Beschreibung wird z.B. auch von Adler/Brenner 
(1988) gesehen, diese haben die Problematik aus Sicht der Theoretischen Physik behan-
delt. Für diesen Ansatz gibt es jedoch noch keine praktikable Umsetzung – sowohl was 
die Bestimmung der Parameter als auch die Entwicklung eines numerischen Modells 
angeht. 
 
Die mechanische Wechselwirkung zwischen den beiden Fluiden Wasser und Luft auf 
der einen Seite und dem Korngefüge auf der anderen Seite weist ebenfalls erheblich 
größere Probleme auf als bei der Einphasenströmung. Modellmäßig zu erfassen sind 
hier zum einen die Effekte, die durch die Füllung der Poren mit verschiedenen Fluiden 
auftreten sowie die Strömungskräfte, die infolge der gegenseitigen Durchdringung der 
Fluide und des Korngefüges entstehen. 
Welche Wirkung die Teilfüllung der Poren mit Wasser hat, wenn der Rest der Poren mit 
Luft gefüllt ist, lässt sich bereits an dem Phänomen "Kapillarkohäsion" absehen. Offen-
bar erhöht bei nichtbindigen Böden eine Teilfüllung des Korngefüges die Festigkeit 
gegenüber einem vergleichbaren, mit dem einen oder anderen Fluid gesättigten Korn-
gefüge. Der erste brauchbare Ansatz zur Beschreibung dieses Phänomens stammt von 
Bishop (Bishop/Blight, 1963). Er modifizierte Terzaghis Ansatz unter Einbeziehung der 
beiden Sonderfälle "nur Wasser in den Poren" und "nur Luft in den Poren". Aus dieser 
Erweiterung folgt eine Zunahme der Festigkeit des Korngefüges. 
Die Beschreibung von Schwellen und Schrumpfen bei bindigen Böden ist bereits derart 
schwierig, dass sich die vorhandenen Ansätze kaum übersehen oder vergleichen lassen. 
Eine gelungene Übersicht bieten Wheeler/Karube (1996). 
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1.2.2 Kritikpunkte an der klassischen Beschreibung 
Ohne einen Anspruch auf Vollständigkeit zu erheben, sollen an dieser Stelle einige 
Defizite der klassischen Verfahren herausgearbeitet werden. 
Da bei der Entwicklung der klassischen Ansätze sehr unterschiedliche Disziplinen be-
teiligt waren und deren Augenmerk naturgemäß auf jeweils andere Aspekte gelegt 
wurde, beinhalten die Ansätze, zugehörige Versuche und deren Interpretationen zum 
Teil sehr unterschiedliche bis hin zu widersprüchlichen Vereinfachungen. 
Auf der einen Seite gibt es im einschlägigen Schrifttum Abhandlungen, vornehmlich 
theoretischer Art, die so allgemein gehalten und wenig detailliert sind, dass sie von 
einer konkreten Formulierung von Zweiphasenströmungen in Böden weit entfernt sind 
und damit kaum Verwendung finden können. 
Auf der anderen Seite gibt es die eher praktischen Abhandlungen, in denen zwar Ver-
suche präsentiert werden, diese sind jedoch häufig schlecht protokolliert, ihre Inter-
pretation zum Teil mit dubiosen Annahmen versehen, Konzepte und Ansätze zur 
Versuchsauswertung sind in Teilen defizitär – oder ausschließlich auf die jeweilige 
Fragestellung anwendbar. 
 
Bei den bodenkundlichen Fragestellungen werden zum Beispiel stets atmosphärische 
Luftdruckverhältnisse angenommen und diese auch bei den zugehörigen Versuchen 
zugrunde gelegt. Während eine Übertragung der so gewonnenen Ergebnisse für die 
"Reduzierung der Durchlässigkeit" nach (1.6) oder die "Saugspannungs-Sättigungs-
Kurve" (1.8) zur Beschreibung der Niederschlagsversickerung geeignet sein könnten, 
erscheint eine Anwendung auf die Beschreibung von Druckluftvortrieben im Tunnelbau 
zumindest sehr fragwürdig (Perau, 1999). Dort herrschen definitiv andere Druckverhält-
nisse und hier ist – im Gegensatz zu den o. a. Fragestellungen – gerade die Bilanzierung 
der Luftmengen von entscheidender Bedeutung. Die vielfach verwendeten klassischen 
Ansätze nach (1.9) berücksichtigen dabei auch nicht, dass die Luftströmung beim 
Druckluftvortrieb der Wasserströmung eher gleichgerichtet ist, wohingegen sie bei der 
Niederschlagsversickerung entgegengerichtet ist. Auch aus diesem Grunde bedarf eine 
Übertragung entsprechender Versuchsergebnisse zumindest einer Überprüfung. 
 
Eine große Schwierigkeit stellt das hysterese Verhalten der unterschiedlichen 
Funktionen zur Beschreibung der Zweiphasenströmung dar, d.h. für Be- und Ent-
wässerungsvorgänge sind jeweils grundsätzlich verschiedene Funktionen nach (1.8) und 
(1.9) zu benutzen. Die Literatur zur klassischen Beschreibung der Zweiphasenströmung 
erklärt die Hysterese der Saugspannungs-Sättigungsbeziehung mit diversen Effekten. 
Zu nennen sind hier in erster Linie der sogenannte "ink-bottle-effect", das heißt durch 
den sich örtlich verändernden Porendurchmesser dringt das Wasser beim 
Bewässerungsvorgang leichter in die größeren Poren ein als es beim 
Entwässerungsvorgang wieder austreten kann. Der andere mikroskopische Effekt ist der 
sogenannte "raindrop-effect", der in dem unterschiedlichen Benetzungswinkel des 
Wassers an den Kornoberflächen beim Vordringen und Zurückweichen des Wassers 
besteht (vgl. z.B. Hochgürtel, 1998, S. 104). Anhand eines Kapillarröhrchens mit örtlich 
veränderlichem Durchmesser, dem "Jamin-Rohr" werden diese Effekte in der Regel 
illustriert (Kézdi, 1969, Bd. 1, S. 146). Bei diesen Effekten handelt es sich 
ausschließlich um mikroskopische Deutungsversuche, die zum Verständnis vom 
Ursprung der Hysterese beitragen können, aber zur makroskopischen Beschreibung der 
Hysterese unbrauchbar sind. Jedenfalls legitimieren diese Erklärungen nicht die 
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Verwendung von zwei unterschiedlichen Kurven für die Saugspannungs-
Sättigungsbeziehung. Bei praktischen Berechnungen wird ohnehin in der Regel nur mit 
einer einzigen Kurve gerechnet (vgl. z.B. Hochgürtel, 1998) und die Hysterese damit 
vernachlässigt. 
 
Hassanizadeh/Gray (1993) bezeichnen das hysteretische Verhalten der Funktion (1.8) 
als einen "artefact", d. h. ein durch die spezielle und auch willkürliche Wahl der Varia-
blen künstlich geschaffenes Problem. Hassanizadeh/Gray (1993) hinterfragen die 
Saugspannungs-Sättigungs-Kurve ganz grundsätzlich und führen dabei auch die 
Unglaubwürdigkeit "unendlicher Spannungen" an, wie sie z.B. auch nach der 
Beziehung von van Genuchten (1980) für (1.8) entstehen. 
Der Kritik von Hassanizadeh/Gray (1993) kann man nur beipflichten. Darüber hinaus 
sollte grundsätzlich die Existenz, der in den klassischen Verfahren formulierten 
Potenziale und damit auch die Existenz ihrer Gradienten zur Disposition gestellt 
werden. Perau/Richwien (1998) weisen auch auf die Bindung der klassischen 
Saugspannungs-Sättigungs-Kurve an das Gravitationsfeld der Erdoberfläche hin. Bei 
örtlich oder zeitlich veränderlichem Gravitationsfeld wird das klassische Konzept 
deshalb versagen. Die Gesamtheit der Gleichungen zur klassischen Beschreibung der 
Zweiphasenströmung muss deshalb in Frage gestellt werden. 
 
Bei der Beschreibung von Versuchen in der Zentrifuge wird darüber hinaus die Hand-
habe unterschiedlicher Beschleunigungsfelder wichtig. Selbst unter Annahme eines 
zeitlich und örtlich konstanten Beschleunigungsfeldes bleibt letztlich unklar, welche 
Auswirkung die von der Erdbeschleunigung abweichende Systembeschleunigung auf 
die "Reduzierung der Durchlässigkeit" nach (1.6) oder die "Saugspannungs-Sättigungs-
Kurve" (1.8) und damit auch auf Parameter wie die "Restwassersättigung" hat. Unab-
hängig davon, ob man die Beschreibung der Auswirkung von unterschiedlichen Schwe-
refeldern als eine vordringliche Aufgabe betrachtet, sollte jedoch aus grundsätzlichen 
Erwägungen die Systembeschleunigung als wirkende Größe mechanisch zutreffend 
erfasst werden (vgl. auch Perau/Richwien, 1998). 
 
Die Modelle der klassischen Bodenmechanik funktionieren für die Einphasenströmung 
dank einiger genialer Ansätze ihrer Pioniere wie Darcy und Terzaghi zumindest für 
praktische Aufgabenstellungen recht gut. Eine Erweiterung dieser Ansätze auf die 
Zweiphasenströmung erscheint jedoch gewagt. Wie sollen nun Begriffe aus der Ein-
phasenströmung wie "Potenzial", "Durchlässigkeit", "Strömungskraft", "Auftrieb" ver-
standen werden! Und neue, intuitiv begründete und erklärungsbedürftige Parameter 
tauchen auf wie "reduzierte Durchlässigkeit", "Saugspannungs-Sättigungs-Kurve", 
"Restwassersättigung" oder "Kapillarkohäsion". Zum Problem der reduzierten Durch-
lässigkeit sei besonders auch auf folgende Ausführungen hingewiesen: Scheidegger 
(1972, S. 274ff) und Bear (1972, S. 458ff). Unklar ist darüber hinaus, wie dann die 
Beschreibung von Mehrphasenströmungen aussehen soll (Helmig, 1997, S. 103). Auch 
die Einwirkung der Deformation des Korngefüges auf die Strömung, die zum Beispiel 
bei der Konsolidierung in Erscheinung tritt, ist bei mehr als einer fluiden Phase nicht als 
geklärt zu betrachten. 
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Festzuhalten bleibt, dass bei der Aufstellung der klassischen Beschreibungsweise der 
Zweiphasenströmung kein durchgängiges Konzept verfolgt wurde, so dass diverse ein-
schränkende Annahmen in den beschreibenden Gleichungen vorhanden sind, die kaum 
zu erkennen sind und auch nicht in einfacher Weise zu eliminieren wären. 
1.2.3 Ansatz auf Basis rationaler Mechanik 
Das Hauptproblem bei der Beschreibung von Mehrphasenströmungen in porösen 
Medien scheint mir das Fehlen von rationaler Mechanik zu sein. Ohne die entsprechen-
den Ansätze wird es immer unklar bleiben, welche physikalische Bedeutung Begriffe 
wie "reduzierte Durchlässigkeit", "Saugspannungs-Sättigungs-Kurve" und "Strömungs-
kraft" wirklich haben. Die Zeit der genialen Ansätze von Darcy und Terzaghi ist abge-
schlossen; die klassischen Erweiterungen dieser Ansätze sollte als Behelf gesehen wer-
den, wirkliche Weiterentwicklungen bedürfen jedoch eher rationaler Ansätze. 
 
Angesichts der zuvor geschilderten Defizite der klassischen Verfahren erscheint eine 
grundlegend neue Vorgehensweise bei der Beschreibung der Zweiphasenströmung in 
einem deformierbaren Korngefüge angebracht. Diese Vorgehensweise muss sich bei der 
Beschreibung der mechanischen Prozesse, die sich bei der Strömung abspielen, an 
rationaler Mechanik orientieren. 
Das bedeutet in erster Linie, dass die Einhaltung thermodynamischer Grundgesetze 
gesichert sein muss und Annahmen, die darüber hinaus getroffen werden, kontrolliert 
und dokumentiert werden müssen. Eine voreilige Einführung von intuitiv fassbaren 
Begriffen wie "Durchlässigkeit", "Strömungskraft" oder "Saugspannungs-Sättigungs-
Funktion" verbietet sich dabei. An ihre Stelle treten konstitutive Beziehungen; das sind 
Beziehungen zwischen einzelnen wohldefinierten physikalischen Größen, bei deren 
Aufstellung gewisse Spielregeln zu beachten sind. Ein Ergebnis entsprechender Über-
legungen kann dabei durchaus in der Definition für einen der o. a. intuitiv fassbaren 
Begriffe bestehen. 
 
Für Fragestellungen aus dem Grundbau und der Bodenmechanik kommt es nicht darauf 
an, auf welchen Wegen sich ein einzelnes Fluidteilchen genau fortbewegt, lediglich der 
gesamte Strom von Fluidteilchen ist für uns wichtig. Ebenso ist das Verhalten einzelner 
Bodenkörner kaum von Interesse, sondern lediglich das Verhalten des Korngefüges als 
Ganzes. Aus diesem Grunde ist eine makroskopische Beschreibung der Strömungen auf 
Basis der Kontinuumsmechanik völlig ausreichend. 
In dieser Arbeit kommt die "rationale" Mechanik zur Anwendung, wie sie zum Beispiel 
von Truesdell (1984) oder Truesdell/Noll (1992) beschrieben wird. Feldgleichungen, 
wie z.B. die Erhaltungssätze, werden darin in der Tensorschreibweise formuliert. 
 
Bei den Problemstellungen, die hier untersucht werden, bewegen sich zwei Fluide in 
einem porösen Festkörper. Wir haben es also mit einem Kontinuum zu tun, das aus 
mehreren Komponenten besteht, einer festen und zwei fluiden Phasen. Deshalb muss 
eine kontinuumsmechanische Beschreibung der Problemstellung gewählt werden, die es 
grundsätzlich erlaubt, Mehrkomponentenkontinua zu beschreiben. Eine solche 
Beschreibung ist die Theorie poröser Medien, die den Rahmen dafür bietet, neben den 
Eigenschaften der einzelnen Phasen auch die verschiedenartigen Wechselwirkungen der 
einzelnen Phasen aufeinander zu beschreiben. 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 13 
Grundlage der Theorie poröser Medien ist die oben angeführte rationale Mechanik. Die 
Theorie poröser Medien, wie sie zum Beispiel von Bowen (1976) postuliert wird, ergibt 
sich als eine konsequente Weiterentwicklung der hauptsächlich auf einphasige Kontinua 
bezogenen rationalen Mechanik von Truesdell. 
Zur Beschreibung von Mehrphasenströmungen wurde die Theorie poröser Medien und 
ihr vergleichbaren Formalismen bereits mehrfach herangezogen. Zu nennen sind zum 
Beispiel die Modelle von Raats (1969), Hassanizadeh und Gray (Hassanizadeh/Gray, 
1993; Hassanizadeh, 1986; Gray, 1983), Chen (1995) sowie Bluhm (1997). Diese 
Modelle liefern zum Teil wertvolle Hinweise über die Defizite der klassischen 
Beschreibungen, interessante Ideen zu konstitutiven Beschreibungen der Zweiphasen-
strömung im deformierbaren Korngefüge, sind jedoch unvollständig hinsichtlich der 
berücksichtigten Effekte (z.B. fehlt die Kapillarität bei Chen, 1995 und Bluhm, 1997) 
oder gelangen nicht zu konkreten, Parameter enthaltenden Formulierungen von konsti-
tutiven Beziehungen. 
 
Es verwundert so nicht, dass Gudehus (1996) in seiner an die Mechanik angelehnten 
Darstellung der "Stoffgesetze [der Bodenmechanik]" den "Mehrphasigen Stoffen" 
lediglich einige Zeilen (Gudehus, 1996, S. 168) widmet und nicht einmal auf Literatur-
stellen verweist. Es hat den Anschein, dass entsprechende Stoffgesetze in der Boden-
mechanik bisher kaum entwickelt wurden. 
1.3 Zu dieser Arbeit 
Nach dieser kurzen Einführung in die mechanischen Wechselwirkungen, den von ihnen 
hervorgerufenen Phänomenen, den mit ihnen verbundenen praktischen Fragestellungen 
und ihren mathematischen Beschreibungen wenden wir uns jetzt dieser Arbeit zu. Es 
folgt eine Beschreibung der Ziele, der Vorgehensweise und eine Übersicht zum Aufbau 
der Arbeit. 
1.3.1 Ziele 
Hauptziel dieser Arbeit ist es, die mechanischen Wechselwirkungen zwischen den 
Phasen des Bodens mathematisch-physikalisch zu beschreiben, um auf der einen Seite 
die Strömung der Phasen Luft und Wasser in Böden, auf der anderen Seite die Wirkung 
der Fluide auf das Korngefüge allgemeingültig vorauszusagen. 
Es werden dabei die Gesetzmäßigkeiten zu entwickeln sein, welche die Strömung von 
Luft und Wasser in Böden für die Mehrheit der grundbaulich relevanten 
Fragestellungen grundsätzlich zutreffend, mathematisch und physikalisch richtig 
abbilden. 
 
Als ein Nebenprodukt der Arbeit entstehen automatisch Definitionen und Deutungen 
von Begriffen und Parametern, wie sie zum Teil bereits in der klassischen Beschreibung 
von Strömungen verwendet werden. 
 
Die grundlegende, nachgewiesenermaßen systematische Schreibweise der Theorie porö-
ser Medien, die hier zur Anwendung kommen soll, wurde bisher in der Bodenmechanik 
nur in Ausnahmefällen genutzt. Als Verfasser dieser Arbeit verspreche ich mir eine 
Stärkung ihres Bekanntheitsgrads bei den an der Entwicklung von Stoffgesetzen tätigen 
Bodenmechanikern und eine Vergrößerung der Toleranz bei den eher an der An-
wendung von Stoffgesetzen interessierten Ingenieuren. Wünschenswert wäre, dass die 
Theorie poröser Medien nicht als ein theoretischer Ballast gesehen wird, sondern als ein 
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Hilfsmittel für die Bodenmechanik, die nicht zuletzt aufgrund der verschiedenen Phasen 
des Bodens äußerst komplizierte Aufgaben stellt. 
 
Neben dem mathematisch-physikalischen Modell zur Beschreibung der mechanischen 
Wechselwirkungen sollen für alle Wechselwirkungen konkrete, parameterführende 
Funktionen angesetzt werden. Diese Parameter sind an späterer Stelle aus Experimenten 
zu bestimmen. 
Bereits jetzt ist absehbar, dass entsprechende Experimente nicht – wie für die 
Einphasenströmung im starren Korngefüge charakteristisch – stationäre und homogene 
Felder ergeben; sie sind damit vermutlich nur mit numerischen Verfahren auswertbar. 
Es werden in dieser Arbeit deswegen auch die Grundlagen für ein vereinfachtes 
physikalisches Modell zu beschreiben sein, dass auch die Formulierung von 
Randbedingungen enthält und letztlich numerisch gelöst werden kann. 
1.3.2 Einschränkungen 
Um die wesentlichen Effekte deutlich herausarbeiten zu können, werden einige Annah-
men zu treffen sein, welche die möglichen Einsatzgebiete des Strömungsgesetzes ein-
schränken. Es werden nur Prozesse betrachtet, die unter einer annähernd konstanten 
Temperatur ablaufen; es werden damit auch keine Phasenübergänge der einzelnen 
fluiden Bestandteile berücksichtigt. Dieses schließt zum Beispiel die Beschreibung von 
technischen Verfahren wie der Bodenvereisung aus. 
Weiterhin wird sich die Arbeit konzentrieren auf die mechanischen Wechselwirkungen 
zwischen den Phasen. Das heißt, die Strömung der Fluide durch die Poren und die Aus-
wirkung der Fluide in den Poren auf das Korngefüge stehen im Vordergrund der 
Betrachtung. Im Gegensatz zu den mechanischen Wirkungen zwischen den Phasen 
sollen die mechanischen Wirkungen innerhalb der jeweiligen Phasen nicht ausführlich 
behandelt werden. Für diese phaseninternen mechanischen Wirkungen werden Luft und 
Wasser als ideale Fluide angenommen, für das Korngefüge werden einige bekannte 
Stoffgesetze in ihren Grundzügen dargestellt. 
 
Die Arbeit beschränkt sich auf die mathematisch-physikalische Modellierung der 
mechanischen Wechselwirkungen. Eine numerische Umsetzung zur Auswertung der 
Modelle und die Entwicklung einschlägiger Versuche zur Bestimmung der Parameter 
sind einer späteren Abhandlung vorbehalten. 
1.3.3 Vorgehensweise 
Die Arbeit behandelt eine komplexe Fragestellung, in der sowohl sehr theoretische 
Aspekte der Mechanik als auch praktische Aspekte der Bodenmechanik und des Grund-
baus berücksichtigt werden müssen. Die Arbeit befindet sich insofern auf einer Grat-
wanderung zwischen der Systematik, Präzision und Ausführlichkeit der Mechanik auf 
der einen Seite und der Zielstrebigkeit, Anschaulichkeit und des Praktikabilitätszwangs 
der Bodenmechanik auf der anderen Seite. Diesen zum Teil konträren Anforderungen in 
einer schriftlichen Fassung gerecht zu werden, stellt bei der Abfassung dieser Arbeit die 
größte Schwierigkeit dar. Auf der einen Seite ist der systematischen Schreib- und Ar-
beitsweise der Mechanik Genüge zu tun, ohne dabei jedoch die konkreten Ziele der 
Bodenmechanik aus dem Auge zu verlieren – auf der anderen Seite, die aus der Boden-
mechanik stammende, auf praktische Anwendbarkeit gerichtete Aufgabenstellung mit 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 15 
Ingenieuren der Bodenmechanik verständlichen Argumenten und Ideen zu bearbeiten 
ohne dabei die strengen Gesetze der Mechanik zu übergehen. 
 
Die hier vorgelegte Arbeit versucht beiden Fachdisziplinen soweit als möglich gerecht 
zu werden. Sie bezieht die Präzision und Ausführlichkeit der Mechanik ein; die Syste-
matik der Mechanik wird jedoch zugunsten der Anschaulichkeit und klassisch boden-
mechanischen Argumentation in gewisser Weise gesprengt. Dem ausschließlich an der 
theoretischen Mechanik interessierten Leser mögen die permanent eingestreuten, zum 
Teil rein intuitiv erscheinenden bodenmechanischen Begründungen, Argumente und 
Vergleiche eher lästig erscheinen. Der eher an den Ergebnissen interessierte Boden-
mechaniker wird im Laufe der Arbeit auf einige Passagen stoßen, die ihm eher als ein 
übertriebener und wenig zielstrebiger Formalismus erscheinen mögen, der den Blick für 
die entscheidenden Effekte trüben könnte. 
Diese Arbeit hat jedoch nur dann einen tieferen Sinn, wenn die Errungenschaften der 
Mechanik – in einer sowohl dem Hilfsmittel Mechanik als auch dem Ziel Boden-
mechanik gerecht werdenden Weise – genutzt werden. 
1.3.4 Aufbau 
Diese Arbeit, in der die Theorie poröser Medien auf die Strömung von Luft und Wasser 
in Böden angewendet wird, gliedert sich in acht Kapitel. 
 
Das erste Kapitel dient zur Einführung in die Problemstellungen der mechanischen 
Wechselwirkungen zwischen den Phasen des Bodens, sowie der Folgen, Anwendungen 
und Beschreibungen dieser Wechselwirkungen. Es werden darüber hinaus Ziele, Ein-
schränkungen, Vorgehensweise und Gliederung dieser Arbeit vorgestellt. 
 
Das zweite Kapitel führt in die Theorie poröser Medien ein, welche die zentrale Rolle 
bei der Entwicklung der problembeschreibenden Gleichungen spielt. Das Kapitel darf 
dem Entwickler solcher Gleichungen keinesfalls als Ersatz für die Lektüre der einschlä-
gigen Literatur dienen (hierzu siehe z.B.: Truesdell/Noll, 1992; Bowen, 1976; de Boer, 
1991; Ehlers, 1989). Es soll lediglich eine strukturierte Übersicht über die im Weiteren 
verwendeten Begriffe, Gleichungen und Symbole bieten, um deren Bedeutung zu defi-
nieren und den Umgang mit ihnen ein wenig zu erleichtern. 
 
Im dritten Kapitel werden Gleichungen zur Beschreibung der Einphasenströmung auf 
Basis der Theorie poröser Medien hergeleitet. Die Beschreibung einer Einphasen-
strömung ist zum einen deswegen von großem Interesse, weil sie einen Spezialfall der 
Zweiphasenströmung darstellt. Zum anderen bietet sie als eine konkrete Anwendung 
einen vergleichsweisen leichten Einstieg in die Theorie poröser Medien. Die 
endgültigen Gleichungen in diesem Kapitel bieten deshalb bewusst keine neuen 
Formulierungen für Strömungsgesetze, sondern zeigen vielmehr, wie sich mit Hilfe der 
Theorie poröser Medien klassische Beschreibungen herleiten lassen. Die wesentliche 
Erkenntnis, die dabei gewonnen werden kann, ist, welche Annahmen in den klassischen 
Gleichungen bereits latent vorhanden sind. Auf die "Entdeckung" und Protokollierung 
dieser Angaben wird deshalb besonderer Wert gelegt. 
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Das vierte Kapitel beschäftigt sich nun konkret mit der Zweiphasenströmung in einem 
deformierbaren Korngefüge – und zwar mit dem hier zugrunde gelegten physikalischen 
Modell und den Grundgleichungen zu seiner Beschreibung. Zunächst werden in dem 
Kapitel Annahmen getroffen und Vereinfachungen vorgenommen. Die vorgestellten 
Grundgleichungen bestehen im Wesentlichen aus den mechanischen Erhaltungssätzen 
sowie den Hauptsätzen der Thermodynamik. 
 
Im fünften Kapitel werden die zur Beschreibung der Zweiphasenströmung im defor-
mierbaren Korngefüge über die Grundgleichungen hinausgehenden Gleichungen, die 
konstitutiven Beziehungen – also Stoff- und Strömungsgesetze – festgelegt. Hierzu 
werden zunächst die Gleichungen und Variablen bilanziert sowie die Relation zu den 
Einphasenströmungen geklärt. Im Anschluss daran werden die im Einzelnen noch zu 
bestimmenden konstitutiven Gleichungen festgelegt. Dabei wird zunächst das betrach-
tete Phänomen verbal beschrieben und dann auf einige klassische Ansätze zurück-
gegriffen. Je nachdem ob die klassischen Ansätze als Basisidee für eine konstitutive 
Gleichung in Frage kommen oder nicht, werden sie in die Schreibweise der Theorie 
poröser Medien aufgenommen oder fallengelassen und an ihre Stelle tritt eine gänzlich 
neu formulierte konstitutive Gleichung, welche als ein erster Vorschlag gedeutet werden 
sollte. 
Für das mechanische Verhalten des Korngefüges, soweit dieses nicht von der Fluid-
füllung der Poren abhängt, sollen hier keine neuen Ansätze geschaffen werden. Hierzu 
halten sowohl die klassische Bodenmechanik als auch die Mechanik eine Fülle von 
Stoffgesetzen bereit. Zwar weisen viele der in der Bodenmechanik verwendeten Stoff-
gesetze Defizite auf, manche davon mögen auch als überkommen angesehen werden, 
für praktische Anwendungsfälle werden sie im Allgemeinen aber ausreichen. 
Ich sehe in der Bodenmechanik die entscheidenden Mängel in den teilweise inkon-
sistenten und willkürlichen Formulierungen von Wechselwirkungen zwischen Korn-
gefüge und Fluiden. Hier liegt deshalb der Schwerpunkt meiner Arbeit. 
Trotzdem erscheint es mir unerlässlich, auf althergebrachte Stoffgesetze, die in der 
Bodenmechanik nach wie vor ihren Zweck erfüllen, einzugehen. Allein schon, um ihren 
Platz im gesamten System der Gleichungen zu beschreiben, ist das wichtig. Darüber 
hinaus muss bedacht werden, dass sich Phänomene wie Kapillarkohäsion, Schwellen 
und Schrumpfen nicht bei einem starren Korngefüge oder unter Ausklammerung von 
konstitutiven Beziehungen für ein Korngefüge erklären lassen. Um diese Phänomene zu 
beschreiben, reichen aber die bekannten und praktisch verwendeten Stoffgesetze voll-
kommen aus. 
 
Das sechste Kapitel vereinfacht das ursprüngliche Modell und fasst die Gleichungen, 
die sich aus dem vierten und fünften Kapitel ergeben haben, noch einmal zusammen. 
Vereinfacht wurde die konstitutive Beziehung für das Korngefüge. Dieses wird hier als 
starr und unverschieblich angesetzt. Abgeleitet werden dann Formulierungen für 
Anfangs- und Randbedingungen. Festgelegt werden die einzelnen Parameter, die kon-
krete Problemstellungen beschreiben und damit zur Lösung entsprechender Aufgaben-
stellungen vorgegeben werden müssen. Die Gleichungen werden in diesem Kapitel so 
weit ausgewertet, dass sie die Basis für eine Umsetzung in einen numerischen Algorith-
mus darstellen. 
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Das siebte Kapitel fasst die wesentlichen Erkenntnisse dieser Arbeit zusammen und gibt 
einen Ausblick auf die – aus Sicht des Autors – weitere notwendige Forschungsarbeit. 
 
Das achte Kapitel enthält Verzeichnisse für die verwendeten Abkürzungen, Bezeich-
nungen, Operatoren und Indizes sowie die Literatur. 
18  E. Perau 
2 Theoretische Grundlagen 
Bei der Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Korngefügen, deren Poren mit 
Fluiden gefüllt sind, lassen sich zwei grundverschiedene Konzepte unterscheiden: die 
mikroskopische und die makroskopische Betrachtungsweise. 
Die mikroskopische Betrachtungsweise von Strömungsprozessen in porösen Medien 
setzt die genaue Beschreibung der Lage, Größe und Form eines jeden Porenkanals vor-
aus. Hinzu kommt die Notwendigkeit, den Aufenthalt jedes einzelnen Fluidteilchens 
und seine Wechselwirkung mit benachbarten Fluidteilchen und den Porenwandungen zu 
kennen. 
Für bodenmechanische Problemstellungen wird eine derartige Beschreibung in aller 
Regel nicht hilfreich sein, da bereits die Geometrie der Poren bei jedem natürlich ge-
lagerten wie künstlich eingebrachten Boden immer unbekannt bleiben wird. 
Hier muss deshalb auf eine makroskopische Beschreibung des mechanischen Verhaltens 
von Korngefüge und Porenfluiden zurückgegriffen und das Korngefüge somit als ein 
poröses Kontinuum aufgefasst werden. Die wichtigen Grundlagen und Bedingungen 
dieser Betrachtungsweise sind in Bezug auf Strömungen in porösen Medien zum 
Beispiel in Bear (1972) oder Busch/Luckner/Tiemer (1993) wiedergegeben. 
Die einzelnen Porenkanäle sind jetzt ebenso wenig von Interesse wie die genauen Wege 
einzelner Fluidteilchen – interessant sind lediglich auf der Makroebene ermittelbare 
physikalische Größen wie z.B. Fluidmengen, die einen gewissen Bereich durchfließen 
oder Porenfluiddrücke, die messbar sind. 
Mit der Beschreibung derartiger makroskopischer physikalischer Größen und ihrer 
mathematischen Zusammenhänge befasst sich die Kontinuumsmechanik. 
2.1 Theorie poröser Medien 
Die Theorie poröser Medien stellt ein Konzept auf Basis der Kontinuumsmechanik dar, 
mit dessen Hilfe das Verhalten von Kontinua, die aus verschiedenen Stoffen bestehen, 
beschrieben werden kann. Es kann so auch das mechanische Verhalten von porösen 
Festkörpern mit Porenfluiden beschrieben werden. Die physikalischen Zustandsgrößen 
und die Gesetze, die diese in Zusammenhang bringen, werden in vektorieller und 
tensorieller Darstellung ausgedrückt. 
Die Grundlagen dieser rationalmechanischen Schreibweise werden z.B. in Trues-
dell/Noll (1992) beschrieben. In einer mechanisch und mathematisch einwandfreien 
Weise lassen sich darauf aufbauend die Erhaltungssätze der Mechanik und die Haupt-
sätze der Thermodynamik für Kontinua formulieren. Im Gegensatz zur klassischen 
Kontinuumsmechanik bleiben die Betrachtungen nicht auf kleine Verformungen 
beschränkt; sie sind auch auf Problemstellungen mit großen Verformungen anwendbar. 
Während bei Körpern aus einem beteiligten Stoff das mechanische Verhalten durch ein 
sogenanntes "Stoffgesetz" beschrieben wird, kommen bei Körpern mit mehreren betei-
ligten Stoffen, welche hier "Konstituierende" genannt werden, noch Gesetze hinzu, die 
die Wirkung dieser einzelnen Konstituierenden aufeinander beschreiben. 
Mit der Theorie poröser Medien lässt sich also das Verhalten von mehrphasigen 
Körpern beschreiben, in der eine der Konstituierenden ein poröser Festkörper ist, dessen 
untereinander verbundenen Poren mit den restlichen Konstituierenden, den Fluiden 
gefüllt sind. 
Derartige Problemstellungen wurden zum Beispiel bereits von Adkins (1963a) und 
(1963b) sowie Bowen (1976) mit der Theorie poröser Medien behandelt. 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 19 
2.2 Partialgrößen und Konzept der Volumenanteile 
Zur Beschreibung der Geometrie eines mit Fluiden gefüllten porösen Mediums im 
Sinne der Kontinuumsmechanik gehört an erster Stelle die Angabe über die 
Volumenanteile der einzelnen Konstituierenden. Dies erfordert stetige Funktionen für 
die Volumenanteile aller Konstituierenden; die Funktionen sind im Allgemeinen orts- 
und zeitabhängig. 
Der Volumenanteil der Konstituierenden k  an einer Stelle x  zum Zeitpunkt t  ist durch 
die Feldfunktion kn  festgelegt: 
( ),k kn n t= x  (2.1) 
Die Einführung solcher stetigen Funktionen ist nur bei makroskopischer Betrachtungs-
weise sinnvoll, da dann in jedem Punkt alle Konstituierenden vertreten sein können. Bei 
mikroskopischer Betrachtungsweise kann dagegen jeder Punkt im Raum nur von genau 
einer Konstituierenden eingenommen werden und damit existierten kn  nur als unstetige 
Funktionen mit den Werten 0 und 1. 
Die hier verwendete Beschreibung der Volumenanteile mit stetigen Funktionen (vgl. 
z.B. Bowen, 1976) lässt sich jedoch auch mikroskopisch-statistisch deuten, wenn 
( ),kn tx  als die Wahrscheinlichkeit gedeutet wird, dass sich ein Teilchen der 
Konstituierenden k  zum Zeitpunkt t  an der Stelle x befindet – die genaue Lage der 
Poren und der Porenfluide ist ohnehin nicht bekannt. 
 
Bei makroskopischer Sichtweise gibt (2.2) die lokalen Volumenanteile der einzelnen 
Konstituierenden k  an einem Volumenelement dv  von repräsentativer Größe an. 
k kdv n dv=   (2.2) 
In Abb. 2.1 sind der Mikrogeometrie des Bodens und das Modell des makroskopischen 
Ersatzkörpers dargestellt. In dem Ersatzkörper sind die Konstituierenden über den 
betrachteten Volumenraum "verschmiert". 
         
Abb. 2.1: Mikrogeometrie und Modell des makroskopischen Ersatzkörpers  
(Ehlers, 1989) 
Jeder Punkt des Kontrollraums muss nun zu jedem Zeitpunkt vollständig mit den kmax  






kn t = x  (2.3) 
Für fluidgefüllte poröse Medien bedeutet das, dass die Porenräume vollständig mit den 
Fluiden gefüllt sind. 
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Ebenso wie die Volumenanteile kn  stetige Parameter sind, werden nun auch physikali-
sche Größen wie Dichte oder Druck als über den Kontrollraum stetige Größen einge-
führt. Diese physikalischen Größen der einzelnen Konstituierenden werden stets auf das 
gesamte Volumen dv  bezogen. Die dabei entstehenden Größen werden als 
Partialgrößen bezeichnet. 
Im Gegensatz zu den bekannten "realen" Größen, bei denen z.B. die Masse eines Fluids 
auf das Volumen dieses Fluids bezogen wird, ergibt sich die Partialdichte dieses Fluids 
dadurch, dass die Masse des Fluids auf das Gesamtvolumen bezogen wird. Der Zu-
sammenhang zwischen realen und partiellen Größen wird über die Volumenanteile kn  
definiert. So ergibt sich der Zusammenhang zwischen Partialdichte k  und realer 
Dichte kR  der Konstituierenden zu: 
k k kRn =   (2.4) 
Die Partialdichte z.B. ändert sich demzufolge nicht nur bei Änderung der realen Dichte, 
sondern auch durch eine Änderung des Volumenanteils der entsprechenden Konstituie-
renden. Wird an einem Punkt der Volumenanteil einer Konstituierenden k  zu null, so 
wird nach (2.4) auch die Partialdichte zu null. 
Entsprechende Überlegungen gelten auch für alle anderen partiellen Größen. Die 
Theorie poröser Medien besitzt demzufolge den Vorteil, auch für eine fehlende Konsti-
tuierende im Kontinuum stetige Variablen zu liefern. 
2.3 Kinematik 
Grundlage zur Beschreibung von Bewegungsvorgängen ist die Beschreibung der Lage 
einzelner materieller Punkte der Konstituierenden. Die Bewegung eines aus kmax  Kon-
stituierenden bestehenden Körpers wird durch ortsabhängige zeitliche Aufeinander-
folgen von Platzierungen der einzelnen Konstituierenden k  beschrieben. 
Ausgangspunkt für die Beschreibung einer Bewegung ist die Platzierung eines materiel-
len Punktes der jeweiligen Konstituierenden k  zu einem Zeitpunkt 0t . Dieser 
Ausgangspunkt wird als Referenzplatzierung bezeichnet und durch den Ortsvektor kX  
definiert. Der Ortsvektor kX  steht also auch für das Masseteilchen der jeweiligen 
Konstituierenden k  zum Zeitpunkt 0t . Das Masseteilchen wird bei dieser sogenannten 
"Lagrangeschen Beschreibung" durch seinen Ortsvektor kX  identifiziert. Die 
Koordinaten kX , welche die Referenzplatzierung darstellen, nennt man Lagrangesche 
Koordinaten (Bear 1972). 
Zu einem beliebigen späteren Zeitpunkt t  befindet sich ein Masseteilchen der Konstitu-
ierenden k , das sich bei 0t  in der Referenzplatzierung kX  befand, an einer Stelle, die 
mit dem Ortsvektor x  beschrieben und als seine aktuelle Platzierung bezeichnet wird. 
Dieser Ortsvektor ist somit eine Funktion der Referenzplatzierung kX  und dem Zeit-
punkt t . 
( ),k k t=x χ X  (2.5) 
kχ  stellt hierbei das Funktionssymbol dar. Mit Hilfe dieser Beschreibung ist es formal 
möglich, ein Masseteilchen auf dem Weg durch den Körper, ausgehend von seiner Lage 
zum Zeitpunkt 0t , zu verfolgen. Abb. 2.2 veranschaulicht die Kinematik der Konstituie-
renden k , die durch die Bewegungsfunktion kχ  repräsentiert wird. 
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Abb. 2.2: Bewegung eines materiellen Punktes der Konstituierenden k (Ehlers, 1989) 
In einem Körper mit mehreren Konstituierenden können sich die Bewegungsbahnen der 
unterschiedlichen Konstituierenden kreuzen, so dass sich an einer Stelle x  zum Zeit-
punkt t  im Allgemeinen materielle Punkte der verschiedenen Konstituierenden mit 
unterschiedlicher Herkunft kX  befinden. Die Lagrangesche Betrachtungsweise ist in 
erster Linie für die Kinematik von Festkörpern von Bedeutung. 
Wenn (2.5) invertierbar ist, ist es möglich auf die Referenzplatzierung der sich am aktu-
ellen Punkt aufhaltenden Masseteilchen der einzelnen Konstituierenden zu schließen. 
( )1 ,k k t−=X χ x  (2.6) 
Eine mathematisch hinreichende Bedingung für die Existenz von (2.6) liegt vor, wenn 









Dadurch ist gewährleistet, dass sich an jedem Ort x  nur ein Massenpunkt von der 
Konstituierenden k  befindet. 
 
Mit den nun bekannten Gleichungen lässt sich der Deformationsgradient kF  in folgen-
der Weise definieren: 
( ),
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mit (2.7) gilt für die Jakobi-Determinante auch: 
detk kJ = F  (2.10) 
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Geschwindigkeit und Beschleunigung eines materiellen Punktes kX  zum Zeitpunkt t  
ergeben sich demzufolge (de Boer/Ehlers, 1986) zu: 







x X χ X
x  (2.11) 
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x X χ Xx
x  (2.12) 
Darin kann kX  mittels der inversen Funktion von kχ  nach (2.6) eingesetzt werden. 
2.4 Materielle Zeitableitungen 
Für eine beliebige Skalarfunktion ( ), t x  lässt sich die materielle Zeitableitung in 
folgender Form angeben (Atkin/Craine, 1976): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )' D , , grad , ,
D
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x x x  (2.13) 
Analog dazu ergibt sich für eine vektorwertige Funktion ( ), ta x die Gleichung zu: 










a x a x
a a x x x  (2.14) 
Anschaulich erklären lässt sich der Begriff "materielle Zeitableitung", wenn als Skalar-
funktion ( ), t x  z.B. die Partialdichte einer Konstituierenden eingesetzt wird (vgl. Abb. 
2.3). 
Ein materieller Punkt der Konstituierenden k , der sich ursprünglich in der Referenz-
platzierung kX  befand, befindet sich zu einem Zeitpunkt t  an der aktuellen Platzierung 
x . Unter der materiellen Zeitableitung der Partialdichte dieses Punktes versteht man die 
aktuelle zeitliche Änderung der Partialdichte dieses materiellen Punktes kX . Diese 
Ableitung ergibt sich nach (2.13) aus der Summe der zeitlichen Änderung der Partial-
dichte an der Stelle x  und des Anteils des Partialdichtegradienten, der in Richtung der 
Geschwindigkeit des materiellen Punktes weist. 
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Abb. 2.3: Darstellung einer materiellen Zeitableitung am Beispiel 
Da manche Fluidteilchen erst im Laufe des Beobachtungszeitraums in den Kontroll-
bereich eindringen oder denselben im Laufe der Zeit verlassen, existiert für die Kine-
matik der Fluide keine ausgeprägte Referenzplatzierung. In diesen Fällen ist die 
sogenannte "Eulersche Beschreibung" vorzuziehen. Bei dieser Form der Betrachtung 
wird ein fixer Punkt x  im Raum betrachtet und das aktuelle Geschehen an diesem 
Punkt festgehalten, ohne nach der ursprünglichen Herkunft dieses Massenpunktes zu 
fragen. 
Da für die Fluide keine ausgeprägte Referenzplatzierung existiert, verbleibt vom Defor-
mationsgradient als relevante Information einzig und allein die Änderung der Jakobi-
Determinante als Funktion der Zeit. Physikalisch lässt sich das auch als die Änderung 
der Partialdichte interpretieren. Die Kinematik der Fluide lässt sich in der Eulerschen 
Betrachtungsweise somit durch die Partialdichte als Funktion von Ort x und Zeit t  
beschreiben (Truckenbrodt, 1968). 
2.5 Erhaltungssätze der Mechanik 
Grundlage aller mechanischen Betrachtungen im Ingenieurwesen sind die Erhaltungs-
sätze der physikalischen Größen Masse, Bewegungsgröße und Drall. Diese Erhaltungs-
sätze gelten sowohl für die einzelnen Konstituierenden k  selber als auch für die 
Gesamtheit des betrachteten Körpers, der aus den einzelnen Konstituierenden besteht. 
 
Aus der Erhaltung der Masse des aus kmax  Konstituierenden bestehenden Mischungs-
körpers ergibt sich nach Bowen (1976) als lokale Aussage für alle Konstituierenden k : 
( )' divk k k kk m +  =x  (2.15) 
Hierin stellt km  den lokalen, auf das Volumen bezogenen Massenzuwachs der 
Konstituierenden k  dar, welcher ihr von den übrigen, zum selben Zeitpunkt am Ort x  
befindlichen Konstituierenden durch chemische oder physikalische Prozesse zugeführt 
wird. Physikalische Prozesse können zum Beispiel in einer Phasenumwandlung von der 
Masse einer Konstituierenden Wasser, in die einer Konstituierenden Wasserdampf 
bestehen. 
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Mit (2.13) ergibt sich aus (2.15): 
grad divk k k k k km
t
   +  +  =

x x  (2.16a) 
Diese Gleichung muss für alle Konstituierenden an jedem Ort x  und zu jedem 
Zeitpunkt t  erfüllt sein. Die beiden letzten Terme können zusammengefasst werden, so 
dass gilt: 
( )divk k k km
t
  +  =

x  (2.16b) 
Diese Beziehung gilt im Gegensatz zu (2.16a) auch bei nichtstetigen Geschwindigkeiten 
und Partialdichten. 
 
Da auch für die gesamte Mischung die lokale Massenbilanz erfüllt sein muss, ergibt sich 





km =  (2.17) 
Masse, die von einer der Konstituierenden abgegeben wird, muss demzufolge von den 
anderen Konstituierenden aufgenommen werden. 
 
Aus dem Axiom über die Erhaltung der Bewegungsgröße folgt unter Anwendung des 
Axioms über die Erhaltung der Masse die erste Cauchysche Bewegungsgleichung (2.18) 
für die einzelnen Konstituierenden k  (de Boer/Ehlers, 1986). 
( )div k k k k k k km+  − + = T b x s x  (2.18) 
Darin sind kT  die Cauchyschen Spannungstensoren und kb  die eingeprägten 
Beschleunigungen (z.B. die Erdbeschleunigung) der einzelnen Konstituierenden. ks  
sind die volumenbezogenen Interaktionskräfte zwischen den Konstituierenden. Die 
Übertragung von Kräften zwischen den einzelnen Konstituierenden, z.B. infolge ihres 
gegenseitigen Durchdringens, werden darin berücksichtigt. 
Analog zur Massenerhaltung ergibt sich aus der ersten Cauchyschen Bewegungs-
gleichung für die gesamte Mischung auch für die Interaktionskräfte eine einschränkende 




k =s 0  (2.19) 
Die Auswertung des Erhaltungssatzes für den Drall ergibt für die gesamte Mischung die 
Forderung nach Symmetrie des Spannungstensors. 
T=T T  (2.20) 
Für die einzelnen Konstituierenden folgt aus der Erhaltung des Dralles nicht ohne weite-
res die Symmetrie der Partialspannungstensoren. Vielmehr sind infolge von Drallzu-
wächsen aus Interaktionen zwischen den einzelnen Konstituierenden auch unsymmetri-
sche Partialspannungstensoren möglich (Ehlers, 1989). 
Da jedoch alle Konstituierenden bei mikroskopischer Betrachtung innerhalb der hier 
angewendeten Kontinuumsmechanik symmetrische Spannungstensoren aufweisen, sind 
die statistischen Mittlungen dieser Spannungstensoren, also die Partialspannungs-
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tensoren, nicht als unsymmetrische Spannungstensoren vorstellbar, so dass hier davon 
ausgegangen wird, dass auch die Partialspannungstensoren symmetrisch sind. Demzu-
folge gilt: 
T
k k=T T  (2.21) 
2.6 Hauptsätze der Thermodynamik 
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik, der Satz von der Erhaltung der Energie, 
besagt, dass in einem abgeschlossenen System die Summe der unterschiedlichen 
Erscheinungsformen der Energie immer konstant ist (Joos, 1989). 
In der Literatur zur Theorie poröser Medien finden sich diverse Formulierungen dieses 
Hauptsatzes. Aus Bluhm (1997) ergibt sich für den Satz von der Erhaltung der Energie 
unter Ausschluss von Massenaustausch und äußeren Energiequellen für jede der Kon-
stituierenden k : 
( )' divk k k k k k k kk e  −  + = − T D q s x  (2.22) 
Darin ist für die Konstituierende k  k  die innere spezifische Energie und der Ausdruck 
( )'k k k   entspricht somit dem Zuwachs an innerer Energie. kq  ist der partiale 
Energiezuflussvektor und div kq  damit der Zuwachs an nichtmechanischer Arbeit. 
Analog zu den Massen-, Bewegungsgrößen- und Drallzuwächsen existieren auch hier 
Terme für die Konstituierenden, die die Übertragung von Energie zwischen den 
Konstituierenden beschreiben. Aus der Energiebilanz der gesamten Mischung lässt sich 






ke =  (2.23) 
 
Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik macht Aussagen über die Umkehrbarkeit von 
thermodynamischen Prozessen in einem abgeschlossenen System (Joos, 1989). Ausge-
drückt wird diese physikalische Erfahrungstatsache durch die Größe "Entropie" ( ), die 
monoton steigen muss. Die zeitliche Ableitung der lokalen Entropie ( ) muss demzu-
folge stets größer oder gleich null sein. 
Aus dieser Bedingung lassen sich für die konstitutiven Beziehungen, d. h. den Stoff- 
und Strömungsgesetzen, Restriktionen herleiten; das heißt derartige entwickelte Gesetze 
sind anhand der Entropieungleichung auf ihre Möglichkeit hin zu überprüfen. Eine 
mögliche Formulierung dieses Satzes in der Theorie poröser Medien ist z.B. in Ehlers 
(1989) wiedergegeben. 
2.7 Konstitutive Beziehungen 
Zur Beschreibung der Bewegung der einzelnen Konstituierenden reicht es nicht aus, die 
zuvor aufgezählten Bilanzgleichungen und Thermodynamischen Hauptsätze auszuwer-
ten. Diese enthalten noch zu viele unbekannte Größen, die durch weitere Gleichungen 
untereinander in Beziehung gebracht werden müssen. Da die Bilanzgleichungen und 
Thermodynamischen Hauptsätze bekanntlich für alle Stoffe und ihre Mischungen 
gleichermaßen gelten, wäre ansonsten die Beschreibung des Verhaltens unterschied-
licher spezifischer Stoffe und Mischungen gar nicht möglich. 
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Die zusätzlich zu den bisher präsentierten mechanischen Grundgleichungen erforderli-
chen Informationen über das Verhalten der einzelnen Stoffe und ihrer Mischung werden 
"konstitutive Beziehungen" genannt. Nach dem Prinzip des Determinismus (Ehlers, 
1989) sind nun für bestimmte Größen konstitutive Gleichungen festzulegen. Für welche 
Größen diese festzulegen sind, hängt von der jeweiligen Problemstellung ab. 
Für jede der Konstituierenden werden zusätzliche Informationen für den Spannungs-
tensor kT  benötigt. Diese sind bereits bei Einkomponentenkontinua – z.B. in Form einer 
Spannungs-Dehnungs-Beziehung – erforderlich. Bei Mehrkomponentenkontinua 
kommen noch die lokalen Massenzuwächse der Konstituierenden km , die lokalen Inter-
aktionskräfte zwischen den Konstituierenden ks  sowie die lokalen Energiezuwächse der 
Konstituierenden ke  hinzu. Diese Interaktionsgrößen sind nach (2.17), (2.19), (2.23) 
miteinander gekoppelt, so dass für eine Mischung mit kmax  Konstituierenden nur 
3(k 1)max −  Interaktionsgrößen konstitutiv zu bestimmen sind (vgl. z.B. Ehlers, 1989) 
 
Diese Größen sind nun in Abhängigkeit von den konstitutiven Feldvariablen zu definie-
ren, z.B. können die Spannungstensoren von den Dichten oder der Temperatur 
abhängen oder die Interaktionskräfte von den Geschwindigkeiten der Konstituierenden 
und den Volumenanteilen. 
 
Bei der Aufstellung dieser konstitutiven Gleichungen sind nun einige Grundprinzipe 
einzuhalten, die zum Beispiel bei Truesdell/Noll (1992), Truesdell (1984), Ehlers 
(1989) und Wang/Truesdell (1973) aufgeführt werden: 
 
Nach dem Prinzip der Konsistenz müssen alle konstitutiven Gleichungen mit den 
grundlegenden Gesetzen vereinbar sein, d. h. sie dürfen weder den Bilanzgleichungen 
noch den thermodynamischen Hauptsätzen widersprechen. 
Das Prinzip der Äquipräsenz bedeutet, dass alle Funktionen, die für den jeweils unter-
suchten Typ eines porösen Mediums zu entwickeln sind, zunächst als Funktionen eines 
gemeinsamen Variablensatzes aufgefasst werden müssen (Truesdell, 1984). 
Das Prinzip von der Lokalität der Wirkungen bedeutet, dass die durch Funktionen kon-
stitutiv zu bestimmenden Größen nur von lokalen Werten der Variablen abhängen 
dürfen. Das heißt, bei der Bestimmung der Funktion kann der Wert dieser Variablen 
außerhalb einer gewissen Nachbarschaft eines betrachteten Teilchens unberücksichtigt 
bleiben (Truesdell, 1984). 
Nach dem Prinzip der Materiellen Objektivität darf bei der Formulierung der konstituti-
ven Gleichungen nicht von bestimmten Bezugs- und Koordinatensystemen sowie 
physikalischen Einheiten ausgegangen werden. Die Stoffgesetze müssen demzufolge 
invariant gegenüber der Lage des Koordinatensystems und den verwendeten Dimen-
sionen sein (Gudehus, 1996). 
 
Wie grundverschieden konstitutive Gleichungen trotz aller Prinzipe dennoch aussehen 
können, soll am Beispiel der Spannungstensoren kT  (1 k k )max   veranschaulicht 
werden. 
Die einfachste Form einer konstitutiven Gleichung entsteht durch die Formulierung 
durch explizite Funktionen; das heißt, ein Spannungstensor kT  wird durch eine Funk-
tion von allen lokalen Werten der konstitutiven Feldvariablen j , die bis zum betrachte-
ten Zeitpunkt eingenommen worden sind, definiert. Die Feldvariablen sind dabei aus-
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drücklich nicht beschränkt auf Zustandsvariablen der jeweiligen Konstituierenden k . 
Allgemein lassen sich derartige Zusammenhänge folgendermaßen formulieren: 
( ) ( )( )j , 1 j j ,k k maxt t t t=   T f  (2.24) 
Derartige Formulierungen werden zum Beispiel von Ehlers (1989) und Bluhm (1997) 
ausschließlich verwendet. Sie besitzen den unbestreitbaren Vorteil, dass sie für die Aus-
wertung zum Beispiel von Bewegungsgleichungen oder der Entropieungleichung ein-
fach in diese eingesetzt werden können. Dieses erleichtert den Umgang mit ent-
sprechenden Stoffgesetzen erheblich. 
 
Eine besondere Untergruppe dieser konstitutiven Gleichungen bilden die konstitutiven 
Gleichungen vom "differentiellen Typ" (Truesdell/Noll, 1992, S. 93). Die von Trues-
dell/Noll (1992, S. 93) für Einkomponentenkontinua aufgestellte Gleichung kann für 
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Die Spannungstensoren aller Konstituierenden k  hängen dabei explizit von einer 
begrenzten Anzahl imax  aktueller zeitlicher Ableitungen aller Deformationsgradienten 
und ihren räumlichen Ableitungen bis zu einem bestimmten Grade jmax  ab. Analog zu 
den Deformationsgradienten kann der Einfluss von Temperaturen auf die Spannungs-
tensoren beschrieben werden. Mit konstitutiven Gleichungen dieses Typs kann bereits 
eine unglaubliche Vielzahl von konstitutiven Gleichungen erfasst werden, so unter 
anderem auch elastisches und viskoses Stoffverhalten aller einzelnen Konstituierenden. 
 
Im Gegensatz dazu stehen konstitutive Gleichungen, die sich nicht in die Form von 
(2.25) bringen lassen; d.h. sich nicht nach kT  umstellen lassen. Stoffgesetze für 
Materialien mit plastischen Eigenschaften, welche auch das Verhalten von Böden in 
wesentlichen Bereichen dominieren, und mit Hilfe einer Fließbedingung mittels einer 
Funktion ( )kF T  formuliert werden, enthalten bereits dort kT  nur in einer impliziten 
und im Allgemeinen nicht explizierbaren Funktionsdarstellung. Diese Überlegung zeigt, 
dass die z.B. von Ehlers (1989) und Bluhm (1997) praktizierte Vorgehensweise die 
heutige Bodenmechanik sehr einschränken würde. Konstitutive Gleichungen sollten hier 
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 (2.26) 
Demnach muss es ganz allgemein zwischen den Spannungstensoren aller Konstituieren-
den und allen Deformationsgradienten und deren zeitlichen und örtlichen Ableitungen 
mehrere Beziehungen geben, die das Verhalten der Mischung konstitutiv beschreiben. 
Nur Spezialfälle dieser Gleichungen lassen sich in die Form nach (2.25) bringen. Die 
Funktion kf  soll dabei eine tensorwertige Funktion sein, die symmetrisch ist, so dass sie 
die Drallerhaltung (2.21) nicht verletzt. 
Derartige konstitutive Beziehungen sind in der Mechanik durchaus umstritten; ein 
wesentlicher Nachteil liegt darin, dass eine generelle Auswertung der Entropie-
ungleichung dabei praktisch unmöglich ist. Auf der anderen Seite existiert aber keine 
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Gesetzmäßigkeit, die konstitutive Beziehungen für Stoffe derart beschränkt, dass damit 
Entropieungleichung oder Bewegungsgleichung leicht auszuwerten wäre. 
 
Die bei den Grundgleichungen noch fehlende Information für den Spannungstensor 
kann jedoch auch noch auf ganz andere Weise gegeben werden. Truesdell/Noll (1992, 
S. 95) beschreiben Materialien vom "Zuwachs-Typ" (im Original "rate type"). Die 
einfachste Möglichkeit besteht dabei in Materialien vom Typ: 
( )  ( ) ( )
i j
i j
, ,1 k k , 0 i i , 0 j jk k S max max maxkt t tt t
    
=            
T f T F
x
 (2.27) 
Truesdell/Noll (1992) beschreiben den zeitlichen Zuwachs eines Spannungstensors in 
Abhängigkeit vom aktuellen Spannungstensor und den aktuellen Werten der zeitlichen 
und räumlichen Ableitungen des Deformationsgradienten. In (2.27) ist diese Abhängig-
keit sinngemäß erweitert, so dass die zeitlichen Zuwächse der Spannungstensoren von 
allen aktuellen Spannungstensoren und den aktuellen Werten der zeitlichen und räumli-
chen Ableitungen aller Deformationsgradienten abhängen. Konstitutive Beziehungen 
von diesem Typ führen in einfachen Fällen zur Beschreibung von hypoelastischen (vgl. 
z.B. Desai/Siriwardane, 1984) oder hypoplastischen (Kolymbas, 1988) Materialien. 
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3 Einphasenströmung im deformierbaren Korngefüge 
Einphasenströmungen, insbesondere die Strömung von Wasser im Boden, können unter 
Annahme eines starren Korngefüges und einer bereichsweisen konstanten Porosität 
bereits seit vielen Jahren problemlos beschrieben werden. Auch die Beschreibung von 
Strömungen anderer Flüssigkeiten oder Gase in Böden bereitet bei nur einer bewegli-
chen Phase kaum Schwierigkeiten. Dieses gilt zumindest dann, wenn die strömende 
Phase als ideales Fluid behandelt werden kann und ihr Spannungszustand damit ausrei-
chend genau durch einen Druck beschrieben werden kann. 
Die klassische Beschreibung der Einphasenströmung mit Hilfe des Darcyschen 
Gesetzes stößt jedoch schon zum Beispiel bei dynamischen Problemstellungen an ihre 
Grenzen. Auch mit Problemstellungen, bei denen das Korngefüge verformbar ist, ist das 
klassische Berechnungsmodell mit der Kontinuitätsbedingung und dem Darcyschen 
Gesetz nur begrenzt einsatzfähig. Als Beispiel diene hier das klassische 
Konsolidierungsproblem von Terzaghi, bei dem eine Verformung des Korngefüges 
zwar berechnet werden kann – die Auswirkung dieser Verformung auf die Strömung 
aber wird nicht vollständig erfasst. Der Strömungsprozess wird über den gesamten 
betrachteten Zeitraum am unverformten Korngefüge beschrieben – ungeachtet auch der 
veränderten Durchlässigkeit. Selbst wenn wir hier einmal voraussetzen, Terzaghis 
Annahme eines linearen Spannungs-Dehnungsverhaltens des Korngefüges sei 
zutreffend, können zumindest bei größeren Verformungen die dabei gewonnen 
Ergebnisse kaum richtig sein. 
Um auch solche physikalischen Prozesse grundlegend und zutreffend zu erfassen, bietet 
sich eine Darstellung der Einphasenströmung im deformierbaren Korngefüge mit Hilfe 
der Theorie poröser Medien an. Derartige Betrachtungsweisen von Strömungen in 
Böden finden sich in der Literatur seit den sechziger Jahren (Adkins, 1963a und 1963b, 
siehe auch diverse Autoren in Truesdell, 1984). Die Herleitungen in diesem Kapitel 
erheben deshalb in weiten Teilen nicht den Anspruch, grundsätzlich neu zu sein, sie 
sind jedoch als eine ausführliche Darstellung der Theorie poröser Medien an einem ver-
gleichsweise einfachen Anwendungsfall unentbehrlich. Neu sein dürfte jedoch die kon-
sequente und ausführliche Dokumentation einiger Schnittstellen zwischen der Theorie 
poröser Medien und der klassischen Bodenmechanik. 
Es soll auch kein neues Strömungsgesetz aufgestellt werden, sondern klassische boden-
mechanische Modelle sollen mit Hilfe rationaler Mechanik neu hergeleitet und damit 
rational begründet und gedeutet werden. Behandelt werden das Darcysche Gesetz und 
die Kontinuitätsbedingung, der Ansatz zur Strömungskraft, der Auftrieb und Terzaghis 
Konzept der wirksamen Spannungen. Dabei zeigen sich zwangsläufig einige Einschrän-
kungen, denen die klassischen Berechnungsmodelle unterliegen. 
Dem Verständnis des mit der klassischen Bodenmechanik vertrauten Ingenieurs die-
nend, werden in diesem Kapitel die Strömung des Fluids sowie die Bewegung des 
Korngefüges nacheinander behandelt. Die Konsistenz des dabei verwendeten mechani-
schen Modells bleibt davon unberührt. 
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3.1 Modell zur Einphasenströmung 
An dieser Stelle sollen zunächst einige vereinfachende Annahmen getroffen werden, um 
die für die Bodenmechanik wesentlichen Effekte deutlicher herausstellen zu können. 
 
In den Poren des Korngefüges befindet sich nach diesem Modell ein Fluid – entweder 
Wasser oder Luft. Beide werden hier als ideale Fluide behandelt – obwohl sie an sich 
Newtonsche Fluide sind, welche in klassischer Schreibweise gemäß (3.1) durch einen 
linearen Zusammenhang zwischen den Schubspannungen innerhalb des strömenden 
Fluids und den Komponenten des Geschwindigkeitsgradienten quer zur Strömungs-










Die Proportionalitätskonstante zwischen Schubspannung und Geschwindigkeitsgradient 
ist die dynamische Viskosität F . Eine allgemeine, mechanisch einwandfreie Schreib-
weise für diese Beziehung findet sich zum Beispiel in Truesdell/Noll (1992, S. 475f). 
 
In der Regel reicht es für die Problemstellungen im Grundbau aus, die Fluidströmung 
als einen temperaturunabhängigen Prozess zu verstehen, d.h. Korngefüge und Fluid 
haben definitionsgemäß räumlich und zeitlich eine angenähert konstante Temperatur. Es 
gilt also: 








Somit finden praktisch kein Wärmetransport und auch kein Wärmeübergang zwischen 
Korngefüge und Fluid statt. Unter der Voraussetzung, dass Wasser nur in flüssiger bzw. 
Luft nur in gasförmiger Phase auftritt, kann der Einfluss dieser konstanten Temperatur 
auf die Zustandsgrößen des Fluids jedoch berücksichtigt werden. Vernachlässigt werden 
darüber hinaus Lösungsprozesse und andere chemische Effekte. 
 
An dem hier verwendeten Modell zur Einphasenströmung sind also zwei Konstituie-
rende beteiligt: das Korngefüge (Index S  für engl. "solid") und eine fluide Phase (Index 
F ). Es wird damit impliziert, dass alle Poren des Korngefüges mit dieser einen fluiden 
Phase gesättigt sind. Es folgt aus (2.3): 
1F Sn n+ =  (3.4) 
Für die Partialdichte des Fluids ergibt sich nach (2.4): 
F F FRn =   (3.5) 
Analog ergibt sich für die Partialdichte des Korngefüges nach (2.4): 
S S SRn =   (3.6) 
Analog gilt (2.4) für andere Zustandsgrößen, z.B. für den Partialdruck Fp  des Fluids, 
welcher jedoch erst später formell eingeführt wird. 
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F F FRp n p=   (3.7) 
Diese physikalischen Größen sind im Allgemeinen vom Ortsvektor x  und der Zeit t  
abhängig. 
3.2 Grundgleichungen 
Unabhängig von konstitutiven Beziehungen, also z.B. auch dem gewählten Strömungs-
gesetz, sind einige physikalischen Grundgleichungen in jedem Falle einzuhalten. 
3.2.1 Erhaltung der Masse 
Da sich die Massen der einzelnen Konstituierenden Boden und Fluid nicht ineinander 
umwandeln lassen, müssen die beiden einzelnen Massen erhalten bleiben. Es ergeben 
sich die Massenzuwächse Fm  und Sm  in (2.16) zu null. Der Satz von der Massenerhal-
tung des Fluids nimmt nun folgende Form an: 
( )div 0F F F
t
  +  =

x  (3.8a) 





 enthalten. Die ortsabhängige Geschwindigkeit der Fluidströ-
mung ist Fx . 
Die Massenerhaltung des Festkörpers nimmt entsprechend folgende Form an: 
( )div 0S S S
t
  +  =

x  (3.8b) 
Die Differentialgleichungen (3.8a) und (3.8b) müssen für alle Punkte x  im Strömungs-
gebiet eingehalten werden. 
3.2.2 Erhaltung der Bewegungsgröße 
Für beide Konstituierende muss die Erhaltung der Bewegungsgröße gewährleistet sein. 
Die zugehörigen Gleichungen (de Boer/Ehlers, 1986) stellen Zusammenhänge zwischen 
den Spannungszuständen kT , den Beschleunigungen kx  und den Partialdichten der 
jeweiligen Konstituierenden auf. Als eingeprägte Beschleunigung b  kennen wir zum 
Beispiel den Vektor der Erdbeschleunigung g . 
( )div F F F F+  − + =T b x s 0  (3.9) 
( )div S S S S+  − + =T b x s 0  (3.10) 
In der Bewegungsgleichung sind Ss  und Fs  auf das Volumen bezogene Interaktions-
kräfte, welche die Konstituierenden zum Beispiel infolge ihres gegenseitigen Durch-
dringens aufeinander ausüben. 
 
Die Gleichung von der Erhaltung der Bewegungsgröße gilt sowohl für die einzelnen 
Konstituierenden wie für die Mischung. Für die Einphasenströmung ergibt sich deshalb 
aus Gleichung (2.19) die Forderung: 
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F S+ =s s 0  (3.11) 
Diese Formulierung beinhaltet offensichtlich das mechanische Grundprinzip 
actio gleich reactio. Demnach wirkt eine Kraft Ss  vom Fluid auf den Boden und eine 
Kraft Fs  gleicher Größe jedoch entgegengesetzter Richtung vom Boden auf das Fluid. 
3.2.3 Erhaltung des Dralles 
Für das Fluid folgt aus dem Satz von der Erhaltung des Dralles (2.20) als eine bevor-
zugte Möglichkeit die bekannte Symmetrie der Partialspannungstensoren nach (2.21): 
T
F F=T T  (3.12a) 
T
S S=T T  (3.12b) 
3.2.4 Hauptsätze der Thermodynamik 
Der Satz von der Erhaltung der Energie ergibt für das hier angesetzte Modell keine rele-
vante Information. Durch eine spezielle Wahl der konstitutiven Gleichung für den Ener-
gieaustausch zwischen den Konstituierenden ergeben sich für Anfangswertprobleme die 
Temperaturen der beiden Konstituierenden. Diese sollen sich hier definitionsgemäß von 
ihren Werten im Anfangszustand praktisch nicht unterscheiden, so dass der erste Haupt-
satz der Thermodynamik hier nicht ausgewertet werden muss. 
 
Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik, die "Entropieungleichung", hat einige Ein-
schränkungen für mögliche konstitutive Beziehungen zur Folge. Die Einhaltung der 
Entropieungleichung wird an dieser Stelle nicht explizit nachgewiesen. Bei der Festle-
gung der konstitutiven Beziehungen wird jedoch auf einige Einschränkungen, die sich 
aus der Entropieungleichung für die Einphasenströmung ergeben, eingegangen. 
3.3 Konstitutive Beziehungen 
Für die vollständige Beschreibung des Strömungsprozesses müssen zusätzlich zu den 
bereits aufgeführten Bilanzgleichungen Beziehungen für einige physikalische Größen 
der Konstituierenden festgelegt werden. 
3.3.1 Spannungszustand des Fluids 
Der Spannungszustand des Fluids kann für praktische Zwecke genau genug als hydro-
statisch angenommen werden (Bear, 1972). In diesem Fall ist nur die Hauptdiagonale 
des Spannungstensors belegt, die zähigkeitsbedingten Deviatoranteile, also auch die 
Schubspannungen, werden vernachlässigt. Diese Annahme erscheint gerechtfertigt, da 
der Einfluss der Viskosität der betrachteten Newtonschen Fluide hier sehr klein ist. Die 
Anteile, welche die Schubspannungen letztlich in der Bewegungsgleichung (3.9) über 
die Divergenz des Spannungstensors liefern, sind im Vergleich zu den Anteilen aus den 
Normalspannungen gering. 
Durch die Vernachlässigung der Viskosität an dieser Stelle werden die Fluide verein-
fachend als ideale Fluide betrachtet. Gleichung (3.13) gibt den hydrostatischen Span-
nungszustand des Fluids wieder.  











 =  =  
  
T I  (3.13) 
Aus dieser Formulierung wird ersichtlich, dass in jedem Falle die Erhaltung des Dralles 
nach (3.12a) gewährleistet ist. 
 
Für ein inkompressibles Fluid wie Wasser kann der Spannungszustand F  bei isother-
men Bedingungen durch den positiven Partialdruck Fp  formuliert werden. Da im Span-
nungstensor Zugspannungen als positiv definiert sind, besitzt F  dort einen negativen 
Wert. 
F Fp = −  (3.14) 
Infolge der Inkompressibilität kann der Partialdruck nicht aus einer konstitutiven Bezie-
hung gewonnen werden. An Stelle dessen wird die reale Dichte des Fluids FR  als eine 
Konstante vorgegeben (Truesdell/Noll, 1992). 
 
Der Partialdruck Gp  eines kompressiblen Fluids hängt von der Partialdichte und der 
absoluten Temperatur T  ab (Truesdell/Noll, 1992). 
( ),F G Gp T = −  (3.15a) 
Für ein ideales Gas lässt sich die in (3.15a) geschilderte Beziehung unter Ansatz des 
Boyle-Mariotteschen Gesetzes mit der Gaskonstanten R  linearisiert folgendermaßen 
formulieren: 
G Gp R T=    (3.15b) 





 (vgl. z.B. Fredlund, 1976). 
3.3.2 Spannungszustand des Korngefüges 
Die konstitutive Beziehung für den Spannungszustand des Korngefüges ST  ist vorran-
gig für die Bewegung und damit die Verformung des Korngefüges von Bedeutung; in 
ihr lässt sich z.B. die Information über das Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Korn-
gefüges selber und die mechanische Wirkung des Porenfluids auf das Korngefüge 
unterbringen. ST  soll hier wie folgt konstitutiv angesetzt werden: 





= −  T T F I  (3.16) 
Dieser konstitutive Ansatz für den Spannungszustand ST  besteht – auf dem ersten Blick 
dem Terzaghischen Prinzip der wirksamen Spannungen (Terzaghi, 1923) sehr ähnlich – 
aus zwei Teilen. Der erste Teil, SET  hängt allein vom Verzerrungszustand des (hier als 
elastisch angesetzten) Korngefüges SF  ab und ist damit Terzaghis wirksamen Spannun-
gen verwandt. Der zweite Anteil hängt von den Volumenanteilen der Phasen und dem 
Partialdruck des Fluids ab und entspricht damit Terzaghis neutralen Spannungen. 
Bemerkenswert ist, dass es sich bei (3.16) um eine konstitutive Beziehung handelt, die 
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nicht durch ein Kräftegleichgewicht motiviert ist, wie die klassische Bodenmechanik 
(vgl. z.B. Brinch Hansen/Lundgren, 1960, S. 13) das dem Prinzip Terzaghis zuschreibt. 
3.3.3 Wechselwirkung zwischen Fluid und Korngefüge 
Für die Beschreibung der Strömung eines Fluids in dem porösen Medium Boden ist die 
Interaktionskraft Fs  in (3.9) eine entscheidende Größe; sie gilt es in einer konstitutiven 
Beziehung festzulegen. 
Bereits im hydrostatischen Zustand ( F =x 0 ) existiert bei veränderlicher Porosität 
( grad Fn  0 ) eine Größe, welche auf die Interaktionskräfte zwischen Korngefüge und 
Fluid Einfluss nimmt, sie kann folgendermaßen formuliert werden (Ehlers, 1989): 
grad grad
1








s  (3.17) 
In der Bodenmechanik kennt man nur die Lösung für konstante Porosität ( grad Fn = 0 ). 
Fs  wird im hydrostatischen Zustand dann zu 0 . Bei den vergleichsweise starren 
Korngefügen ist das in der Regel auch ausreichend. 
Die Bedeutung von (3.17) in einem Korngefüge mit veränderlicher Porosität soll an 
einem einfachen Beispiel mit einer mikroskopischen Betrachtungsweise veranschaulicht 
werden. Abb. 3.1 zeigt ein idealisiertes Korngefüge mit einer veränderlichen Porosität. 
Dabei sei FRp  konstant und grad Fn  horizontal gerichtet. 
                  
Abb. 3.1: Interaktionskraft bei veränderlicher Porosität im hydrostatischen Zustand 
Der reale Fluiddruck FRp  soll in seiner Wirkung auf das Korngefüge in zwei Kompo-
nenten zerlegt werden. Die senkrecht zur Richtung von grad Fn  wirkende Komponente 
von FRp  wird zu null. Die in Richtung von grad Fn  auf das Korngefüge wirkende 
Komponente von FRp  ist diesem Gradienten entgegengerichtet. Daraus folgt mit (3.11), 
dass grad Fn  und F0s  kollinear sind. 
Bei einer nicht stetigen, also sprunghaften Änderung der Porosität entsteht aus (3.17) 
eine Kraftwirkung auf das dichtere Medium. Ist dieses Medium vollkommen undurch-
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lässig so ist diese Wirkung als "Wasserdruck" etwa auf die dichte Wandung eines Bau-
werks oder eine vergleichsweise dichte Bodenschicht sehr wohl bekannt. 
 
Im fluiddynamischen Zustand bei isotroper Durchlässigkeit und unveränderlicher Poro-
sität ( grad Fn = 0 ) lässt sich die Interaktionsbeziehung folgendermaßen formulieren 
(vgl. z.B. Raats, 1969, Ehlers, 1989): 
( )FE FS F SR= −  −s x x  (3.18) 
Nach de Boer/Ehlers (1990, S. 79) geht der Ansatz für diesen Gedanken auf Fillunger 
(1936) zurück. Dieser schreibt nämlich: „... die äußere Kraft für jeden Körper [besteht] 
nur im Widerstand, den der andere Körper seiner Strömung entgegensetzt, und darauf 
beruht die Koppelung der zwei Bewegungen.  ... Es ist dann so, als ob zwei Strömungen 
im gleichen Raum bestünden, die sich gegenseitig nur durch den Strömungswiderstand 
nicht aber nach dem Gesetz der Raumverdrängung beeinflussen können“. 
 
Der Klammerausdruck in (3.18) stellt die Relativgeschwindigkeit zwischen Fluid und 
Korngefüge dar. Der lineare Zusammenhang über die Proportionalitätskonstante FSR  ist 
die einfachstmögliche Lösung und kennzeichnend für die laminare Strömung. FSR  ist 
dann direkt proportional zur dynamischen Zähigkeit des Fluids F  und umgekehrt 
proportional zur Permeabilität des Korngefüges, der Porenanteil Fn  geht quadratisch 
ein. 
( )22 1 11FS F F S FR n n
K K
 =   = −    (3.19) 
Darin ist K  die sogenannte "intrinsische Permeabilität", welche einzig und allein vom 
Zustand des Korngefüges abhängt (Bear, 1972). Aus der Forderung, dass die Entropie-
ungleichung erfüllt sein muss, folgt bekanntlich 0K  . 
Grundsätzlich ist auch ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen FEs  und der Relativ-
geschwindigkeit ( )F S−x x  möglich, der auf das Forchheimersche Gesetz 
(Busch/Luckner/Tiemer, 1993) führt. Analog zu (3.18) entstünde ein Ausdruck, der 
zwei Parameter zur Permeabilität enthielte. 
 
Bei Betrachtung des fluiddynamischen Zustands mit veränderlicher Porosität des Korn-
gefüges ( grad Fn  0 ), überlagern sich die in (3.17) und (3.18) formulierten Zusammen-
hänge. Eine Addition beider Ansätze ist für diesen Fall die einfachste Lösung zur 









=  −  −
−
s x x  (3.20) 
Im Falle anisotroper Durchlässigkeit muss (3.20) erweitert werden. Dann wird FSR  zu 
einem Tensor und die Vektoren des Interaktionsterms Fs  und der Relativgeschwindig-
keit sind auch bei räumlich konstanter Porosität im Allgemeinen nicht kollinear. Die in-
trinsische Permeabilität K  ist dabei ein symmetrischer Tensor (Bear, 1972). Aus der 
Einhaltung der Entropieungleichung ergibt sich die Forderung, dass K  auch positiv 
definit sein muss ( det 0K ) (Wang/Truesdell, 1973). Anstelle von (3.20) und (3.19) 
gilt mit dem inversen Tensor von K : 









=  − −
−
s R x x  (3.21) 
und 
( )22 1 1S1FS F F Fn n − −=   = −  R K K  (3.22) 
Mit diesen Gleichungen ist die Einphasenströmung in porösen Medien beschrieben. 
Zusammen mit zugehörigen Anfangs- und Randbedingungen lassen sich nun entspre-
chende Problemstellungen formulieren. 
3.4 Klassische Beschreibung der Grundwasserströmung 
Aus den bisher formulierten Gleichungen sollen nun die klassischen Gleichungen zur 
Beschreibung der Grundwasserströmung hergeleitet werden. Im Folgenden werden 
dabei die zusätzlichen Annahmen protokolliert, die zur Herleitung des Darcyschen 
Gesetzes, einer volumenbezogenen Strömungskraft klassischer Art, der 
Kontinuitätsgleichung sowie der Laplaceschen Differentialgleichung notwendig sind. 
3.4.1 Darcysches Gesetz 
Aus der Bewegungsgleichung (3.9) für das Fluid Wasser kann das Darcysche Gesetz als 
ein Spezialfall hergeleitet werden. Der Spannungstensor FT  in (3.9) ist nach (3.13), 
(3.14) und (3.7) eine Funktion des realen Flüssigkeitsdruckes. Mit dem Identitätstensor 
I  lässt sich das so formulieren: 
( )F F FRn p= −  T I  (3.23) 
Der Interaktionsterm Fs  in (3.9) wird durch (3.20) mit (3.19) ersetzt, so dass sich die 
Bewegungsgleichung wie folgt ergibt: 
( )( ) ( ) ( )
2





 −   +  − +  −  − =I b x x x 0  (3.24) 
Die Anwendung der Produktregel auf den Divergenz-Term und (3.7) führt zu folgender 
Gleichung: 
( ) ( )
2
grad grad grad F FF FR FR F F F FR F F S
n
n p p n p n
K
 −  −  +  − +  −  − =b x x x 0  (3.25) 
Nach Anwendung von (3.5) sowie elementarer mathematischer Umformung erhält man: 




 − +  − −  − =b x x x 0  (3.26) 
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Abb. 3.2: Koordinatensystem und Standrohrspiegelhöhe 
Für die eingeprägte Beschleunigung b  steht im Schwerefeld an der Erdoberfläche die 
von Ort und Zeit unabhängige Erdbeschleunigung g . Bei einem Koordinatensystem, 
dessen 3x -Achse entsprechend Abb. 3.2 der Gravitation entgegen gerichtet ist, ergibt 






 =   
 − 
g  (3.27) 
Bei stationärer Strömung ergibt sich die Beschleunigung Fx  zu 0 . Auch bei instationä-
ren Strömungsproblemen, bei denen sich die Geschwindigkeit des Wasserstroms zeit-
lich nur geringfügig ändert, kann näherungsweise Fx  zu 0  gesetzt werden. Zu 
Fehlschlüssen führt dieses Vorgehen jedoch bei dynamischen Problemstellungen, wel-
che demzufolge ausgeschlossen werden müssen. 
Ebenso kann für viele Problemstellungen des Ingenieurs die Geschwindigkeit des Korn-
gefüges Sx  im Vergleich zur Geschwindigkeit des Wassers vernachlässigt werden. Mit 
diesen Annahmen vereinfacht sich die Bewegungsgleichung (3.26) erheblich, so dass 
verbleibt: 




 − +  −  =g x 0  (3.28) 











Das Produkt FR g   stellt darin die Wichte des Wassers dar. Wenn g  und FR  örtlich 






=  − 

g  (3.30) 
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Nach grad FRp  aufgelöst und in die Bewegungsgleichung (3.28) eingesetzt ergibt sich 









= −  

x  (3.31) 
Die Fließgeschwindigkeit Fx  kann in die Filtergeschwindigkeit nach Darcy überführt 
werden. Den Zusammenhang zwischen Fließgeschwindigkeit des Fluids und Filter-
geschwindigkeit zeigt Abb. 3.3. Die Fließgeschwindigkeit Fx  gibt dabei die reale 
Geschwindigkeit des Fluidstroms an. Die Filtergeschwindigkeit v  ist dagegen die über 
den gesamten betrachteten Raum (einschließlich der Körner) gemittelte Geschwindig-
keit. Auch die Geschwindigkeit des Fluidstroms ist eine gemittelte Größe; sie ist jedoch 
nur über den Raum gemittelt, den das Fluid einnimmt. Die mikroskopische Geschwin-
digkeit einzelner Fluidteilchen wird nicht beschrieben. Für die Filtergeschwindigkeit 








=  = −  v x  (3.32) 
Für eine inkompressible Flüssigkeit im Boden unter Wirkung eines Schwerefelds wie 
dem der Erde beschreibt diese Gleichung einen linearen Zusammenhang zwischen der 
Filtergeschwindigkeit und dem hydraulischen Gradienten grad h− . Der 
Proportionalitätsfaktor ist dabei der bekannte Durchlässigkeitsbeiwert k  nach Darcy. 
            
Abb. 3.3: Zusammenhang zwischen Filter- und Fließgeschwindigkeit  








=   (3.33) 
Das bekannte Darcysche Gesetz ( k= v i ) ist deshalb lediglich eine andere Formulie-
rung für (3.32) bzw. die durch einige Annahmen spezifizierte Bewegungsgleichung 
(3.29). 
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3.4.2 Strömungskraft 
Durch einige bewusst herbeigeführte Vereinfachungen lässt sich aus der in (3.20) 
beschriebenen Interaktionskraft Fs  die in der Bodenmechanik bekannte volumenbezo-
gene Strömungskraft herleiten. 
Zunächst kann die Geschwindigkeit des Korngefüges im Vergleich zur Geschwindigkeit 
des Wassers in (3.21) vernachlässigt werden. Bei bereichsweiser konstanter Porosität 
( grad Fn = 0 ) und isotroper Durchlässigkeit ( K= K I ) reduziert sich (3.21) mit (3.22) 
zu folgender Gleichung: 
2 1
F F F Fn
K
= −   s x  (3.34) 
Die Fluidgeschwindigkeit Fx  darin kann durch den Ausdruck in (3.31) ersetzt werden: 








= −    −    
s  (3.35) 
Nach elementarer mathematischer Umformung ergibt sich: 
gradF F FRn g h=   s  (3.36) 
Der Ausdruck FR g   entspricht dabei der realen Wichte des Fluids FR : 
gradF F FRn h=  s  (3.37) 
Mit (3.11) lässt sich die Strömungskraft Ss , die das Fluid auf den Boden ausübt, 
formulieren: 
gradS F FRn h= −  s  (3.38) 
Dieser Ausdruck enthält mit gradFR h−   die in der Bodenmechanik gebräuchliche 
volumenbezogene "Strömungskraft", die dort üblicherweise mit wi  berechnet wird. 
3.4.3 Kontinuitätsgleichung 
Aus dem Prinzip der Massenerhaltung des Fluids (3.8a) soll als Spezialfall die in der 
Bodenmechanik bekannte Kontinuitätsgleichung abgeleitet werden; dabei sind einige 
Annahmen zu treffen. 
Mit (3.5) kann die Massenbilanzgleichung (3.8a) umgeformt werden zu: 
( ) ( )div 0F FR F FR Fn n
t
   +   =

x  (3.39) 
Für ein inkompressibles Fluid, d.h. FR  ist sowohl zeitlich als auch räumlich eine von 
null verschiedene Konstante, folgt nach dem Herauskürzen von FR  aus der Massenbi-
lanz eine Volumenbilanz: 







x  (3.40) 
Ist der Porenanteil zeitlich konstant und sind die Poren vollständig mit dem Fluid ge-
füllt, so entfällt die zeitliche Ableitung von Fn  und es gilt: 
( )div 0F Fn  =x  (3.41) 
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Diese Gleichung ist eine Formulierung für die Kontinuitätsbedingung, die in klassischer 
Schreibweise " div 0=v " lautet. 
3.4.4 Laplacesche Differentialgleichung 
In die Kontinuitätsgleichung (3.41) wird nun für die Filtergeschwindigkeit ( F Fn x ) 








−   = 
 
 (3.42) 
Die Größen FR , g  und F  sind örtlich unveränderlich und verschieden von 0, so dass 
daraus folgt: 
( )div grad 0K h =  (3.43) 
Mathematisch äquivalent ist: 
div grad grad grad 0K h K h +  =  (3.44) 
Bei räumlich konstanter Permeabilität gilt grad K = 0 , so dass nur der erste Summand 
verbleibt. Da K  darin verschieden von 0 ist, muss gelten: 
div grad 0h =  (3.45) 
Mit dem Laplace-Operator  entsteht so die bekannte Laplacesche 
Differentialgleichung zur Beschreibung der Potenzialströmung: 
0h =  (3.46) 
3.4.5 Erkenntnisse 
Die Herleitung zeigt, dass sich aus der allgemeinen Bewegungsgleichung des Fluids 
(3.9) mit mechanisch begründeten Annahmen das bekannte Darcysche Gesetz ableiten 
lässt. Auch bei anisotropen Verhältnissen ist eine entsprechende Ableitung ohne 
weiteres möglich. 
Durch die getroffenen Annahmen wurde jedoch deutlich, dass das Darcysche Gesetz – 
auch für Einphasenströmungen – nur eine eingeschränkte Gültigkeit besitzt. Einige 
dieser Einschränkungen sind wohlbekannt und werden in der Ingenieurpraxis beachtet. 
Anderer Einschränkungen bei der Berechnung von Strömungen sind wir uns weniger 
bewusst, weil sie entweder verborgen sind oder in Regelfällen nicht relevant werden. 
Einige Einzelheiten zu diesen Einschränkungen wurden in Richwien/Perau/Golücke 
(1997) ausgeführt: Der Durchlässigkeitsbeiwert k  ist streng an das wirkende Beschleu-
nigungsfeld g  gekoppelt und ist nicht ohne weiteres übertragbar auf andere Beschleu-
nigungsfelder (z. B. in der Zentrifuge) – eine durchaus bekannte Tatsache. Die Ver-
nachlässigung der Strömungsbeschleunigung Fx  schließt die Anwendung des Darcy-
schen Gesetzes für dynamische Problemstellungen aus. Weniger einschneidend ist die 
Vernachlässigung der Geschwindigkeit des Korngefüges Sx . 
Allgemein bekannt ist, dass die Definition der Standrohrspiegelhöhe für kompressible 
Fluide problematisch, zumindest aber unanschaulich ist. Völlig unklar ist der Begriff 
"Standrohrspiegelhöhe" bei örtlich und zeitlich veränderlichem Schwerefeld. Befindet 
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sich ein Strömungsgebiet auch nur teilweise – örtlich oder zeitlich – in der Schwere-
losigkeit, so kann die Standrohrspiegelhöhe gar nicht definiert werden. 
 
Der Durchlässigkeitsbeiwert k  eines Bodens hängt nicht nur vom Beschleunigungsfeld, 
sondern auch von den Eigenschaften des strömenden Fluids ab und ist auch deshalb 
keine Bodenkenngröße. Es empfiehlt sich, hier grundsätzlich die Verwendung der 
intrinsischen Permeabilität K  als Kenngröße. 
In der auf der folgenden Seite wiedergegebenen Tabelle 3.1 sind die unterschiedlichen 
Einschränkungen, denen die klassischen Gleichungen zur Beschreibung der Einphasen-
strömung unterliegen, kurz zusammengestellt. 
 
Darüber hinaus lässt sich aus dieser Aufstellung ersehen, wie gewagt Erweiterungen der 
klassischen Gleichungen zur Beschreibung der Einphasenströmung sind, zumal die 
Einschränkungen zu einem erheblichen Anteil für die Einphasenströmung näherungs-
weise gültig sein können, für eine Mehrphasenströmung aber sicherlich nicht mehr 
gelten können bzw. nicht nachweislich gelten müssen. 
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Tab. 3.1: Einschränkungen der klassischen Gleichungen für die Einphasenströmung 
( bedeutet: diese Einschränkung gilt) 
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3.5 Klassische Beschreibung der Spannungsbeziehungen 
Nachdem die klassische Beschreibung der Grundwasserströmung mit Hilfe der Theorie 
poröser Medien durchleuchtet wurde, gilt es nun, die Wirkung der Strömung – bzw. des 
Vorhandenseins eines Fluids in den Poren überhaupt – auf das Korngefüge zu beschrei-
ben. Ein Teil dieser Interaktionswirkung wird bereits durch den Term Ss  nach (3.11) 
mit (3.21) beschrieben. Bei fluidstatischem Zustand und konstantem Porenanteil entfällt 
diese Wirkung jedoch, es gilt dann S =s 0 . Es verbleibt in diesem Fall die aus der 
klassischen Bodenmechanik bekannte Auftriebswirkung durch das Fluid auf das Korn-
gefüge und die mechanische Wechselwirkung zwischen Fluiddruck und Korngefüge, 
die bei der Konsolidierung entsteht, und mit Terzaghis „Prinzip der wirksamen 
Spannungen“ (Terzaghi, 1923) erfasst wird. Diese mechanischen Wechselwirkungen 
sollen nun aus den Bewegungsgleichungen mit ihren konstitutiven Beziehungen 
herausgearbeitet werden. 
3.5.1 Spannungen, Wichten und Auftrieb 
Die Spannungstensoren für Fluid und Korngefüge lauten nach (3.13), (3.14), (3.16) 
sowie dem Porenwasserdruck FRp  nach (3.7): 
F F FRn p= −  T I  (3.47) 
( )S SE S S FRn p= −  T T F I  (3.48) 
Für die Spannungstensoren ergeben sich bei Zug hier stets positive Vorzeichen. Der 
Porenwasserdruck FRp  ist, wie in der klassischen bodenmechanischen Schreibweise, 
positiv. 
Für die Interaktionskräfte gilt nach (3.20), (3.11) und (3.7): 
( )gradF FR F FS F Sp n R=  −  −s x x  (3.49a) 
( )gradS FR F FS F Sp n R= −  +  −s x x  (3.49b) 
Die konstitutiven Beziehungen (3.47) - (3.49) werden in die Bewegungsgleichungen 
(3.9) und (3.10) eingesetzt; es ergibt sich daraus: 
( ) ( ) ( )div gradF FR F F FR F FS F Sn p p n R−   +  − +  −  − =I b x x x 0  (3.50a) 
( )( ) ( ) ( )div gradES S S FR S S FR F FS F Sn p p n R−   +  − −  +  − =T F I b x x x 0  (3.50b) 
Nach elementaren mathematischen Umformungen entsteht mit der Saturierungs-
bedingung (3.4) daraus: 
( ) ( )gradF FR F F FS F Sn p R−  +  − −  − =b x x x 0  (3.51a) 
( )( ) ( ) ( )div gradSE S S FR S S FS F Sn p R−  +  − +  − =T F b x x x 0  (3.51b) 
Mit FSR  nach (3.19), der Vernachlässigung der Massenträgheitskräfte sowie der 
Geschwindigkeit des Korngefüges ergibt sich daraus: 
44  E. Perau 
2 1gradF FR F F F Fn p n
K
 −  +  −    =b x 0  (3.52a) 
( )( ) 2 1div gradSE S S FR S F F Fn p n
K
 −  +  +    =T F b x 0  (3.52b) 
Diese beiden Gleichungen, welche jeweils die Bewegung einer der beiden Phasen (S 
und F) beschreiben, und im statischen Fall ( F =x 0 ) zu zwei Vektorgleichungen über 
das Kräftegleichgewicht degenerieren, können auf einfache Weise so verarbeitet wer-
den, dass sie zu Aussagen führen, die in der klassischen Bodenmechanik wohlbekannt 
sind. 
Da die linken Seiten der Bewegungsgleichungen (3.52) jeweils gleich null sind, muss 
auch eine gewichtete Summe dieser beiden Terme null ergeben. 
In (3.53) wurde diese Linearkombination mit den Faktoren S Fn n−  für (3.52a) bzw. 1 
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 −  −  +  −    
 
 +  −  +  +    = 
 
b x
T F b x 0
 (3.53) 
Nach elementaren mathematischen Umformungen entsteht daraus für ein Beschleuni-
gungsfeld b  nach (3.27) mit dem Koordinatensystem nach Abb. 3.2 und (3.4): 











 +  −   +  = 
 − 
T F x 0  (3.54) 
Jede der einzelnen Summanden darin repräsentiert einen Ausdruck, der in der klassi-
schen Bodenmechanik wie selbstverständlich verwendet wird. Der erste Summand stellt 
die Divergenz der negativen wirksamen Spannungen dar. Es gilt: 
( ) 'SE S = −T F σ  (3.55) 
Der zweite Summand lässt sich über folgenden Weg in eine klassische Schreibweise 
überführen und stellt somit die Wichte des Bodens unter Auftrieb dar: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1S SR FR SR FR S Wn g n g g n        −  = −   −  = −  − =  (3.56) 
Der dritte Summand lässt sich unter Zuhilfenahme von (3.31) so umformen, dass die 
klassische Formulierung der volumenspezifischen Strömungskraft dabei entsteht. 
grad grad gradF F F F FRF FR W
F F
n n g
K h g h h
K K n
    

  
 = −    = −   = − 

x  (3.57) 
Mit diesen drei Beziehungen kann man die gewichtete Summe der beiden Bewegungs-
gleichungen (3.53) auch so formulieren: 
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0




 − +  +  = 
  
σ 0  (3.58) 
Neben der Bewegungsgleichung für das Fluid entsteht so eine zweite, kombinierte 
Bewegungsgleichung, welche zusammen mit der ersten die Bewegung des gesamten 
Körpers beschreibt. Sie beschreibt zusammen mit (3.52a) die Bewegung der beiden 
Konstituierenden mit Hilfe einer fiktiven Konstituierenden „Korngefüge unter Auftrieb 
und Strömungskraft“, deren Spannungszustand durch die wirksamen Spannungen 
beschrieben wird. In dieser Bewegungsgleichung sind der Auftrieb und die Strömungs-
kraft in der klassischen Art vertreten. 
 
Außer (3.53) ist auch die folgendermaßen gewichtete Kombination der beiden 









 +  − +
+  +  − + =
T b x s
T b x s 0
 (3.59) 
Aus dieser Gleichung entsteht nach einigen elementaren Umformungen und den glei-
chen Annahmen wie für (3.54): 




SE S FR F Sp g 
 
 −  + +   = 
 − 
T F I 0  (3.60) 
Der erste Term ist hier die negative Divergenz der totalen Spannungen σ ; die Vorzei-
chen in den Tensoren sind bei Druck hier negativ. Der zweite Term beinhaltet die 
Wichte des gesättigten Bodens r . Die Strömungskräfte entfallen dabei. 






 − +  = 
  
σ 0  (3.61) 
Diese Kombination der beiden ursprünglichen Bewegungsgleichungen führt zu einer 
Bewegungsgleichung für eine fiktive Konstituierende „Korngefüge und Wasser“. Die 
Gleichung sieht aus wie die für ein Kräftegleichgewicht eines Einphasenkontinuums. 
Der zugehörige Spannungstensor dieser Konstituierenden ist der der totalen 
Spannungen σ . Die Strömungskräfte spielen hier nach klassischer Manier tatsächlich 
keine Rolle; die totalen Spannungen können deshalb unabhängig von dem 
Bewegungszustand des Wassers berechnet werden. 
3.5.2 Prinzip der wirksamen Spannungen 
Die Auftriebswirkung des Wassers auf das Korngefüge wird – wie oben gezeigt – mit 
Terzaghis Prinzip (Terzaghi, 1923) mechanisch einwandfrei beschrieben. Die Beschrän-
kung des Prinzips auf inkompressible Bodenkörner ist ebenso geklärt (Lade/de Boer, 
1997). So kann dieses Prinzip aus Sicht der theoretischen Mechanik als geklärt betrach-
tet werden und ist demzufolge nicht weiter umstritten (vgl. z.B. Bluhm, 1997). 
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Worin genau besteht nun die Hauptaussage von Terzaghi (1936)? Der entscheidende 
Satz sagt aus, dass eine Änderung der neutralen Spannungen praktisch keinen Einfluss 
auf die Versagensbedingung aus den Spannungen hat. Genau darin besteht das 
Terzaghische Prinzip – und nicht in einer Gleichung der Art ' u = − , welche, wie im 
vorangegangenen Kapitel gezeigt, tatsächlich nur ein Ausdruck von 
Kräftegleichgewicht darstellt. Nach de Boer/Ehlers (1990, S. 82) war Fillunger (1936) 
der erste, der dieses Prinzip klar herausgestellt hat. 
Nach diesem Terzaghischen Prinzip ist zum Beispiel das Standsicherheitsverhalten 
einer Böschung unter Wasser unabhängig von der Wassertiefe, in der die Böschung 
ansteht. Bei Änderung des Wasserspiegels ändern sich zwar   und u , ihre Differenz 
aber, und damit auch die wirksame Spannung ( ' u = − ), ist dieser Änderung 
gegenüber invariant. 
Das gleiche Phänomen tritt bei der Ermittlung der Scherparameter von gesättigten 
Bodenproben durch Dreiaxialversuche auf. Dort wird ein wesentlicher Teil der aufge-
brachten (totalen) Spannungen vom Porenwasser aufgenommen. Der daraus entstehende 
Porenwasserdruck hat auf die Scherfestigkeit des Korngefüges selber keinen Einfluss 
und muss deshalb von den totalen Spannungen abgezogen werden, so dass die letztlich 
relevanten wirksamen Spannungen zur Auswertung des Versuchs verbleiben. 
 
Für ein elastisches Material führt Terzaghis Prinzip zu einer konstitutiven Gleichung für 
die Spannungen des Korngefüges nach (3.16). Analoge Formulierungen finden sich 
auch in Bluhm (1997). Terzaghis Prinzip besteht darin, dass die Funktion SET  hier aus-
schließlich vom Deformationsgradienten SF  abhängt. Es gilt also: 
( )SE SE S=T T F  (3.62) 
Verallgemeinert auf andere konstitutive Gleichungen in expliziter Schreibweise nach 
(2.25) bedeutet das Terzaghische Prinzip, dass SET  also nicht vom Porenwasserdruck 
abhängt. 
Für Fließbedingungen, die Teil von konstitutiven Gleichungen in impliziter Schreib-
weise nach (2.26) sind, folgt aus dem Prinzip Terzaghis, dass diese nicht in ausschließli-
cher Abhängigkeit von ST  zu formulieren sind, sondern folgendermaßen aussehen müs-
sen: 
( ) 0SEF T  (3.63a) 







−   
 
T T  (3.63b) 
Erfahrungsgemäß lässt sich bereits eine derartige Fallunterscheidung nicht in eine be-
züglich ST  explizite Schreibweise überführen. Es ist also davon auszugehen, dass 
konstitutive Gleichungen für ST  im Allgemeinen nicht in impliziter Darstellung nach 
(2.26) formuliert werden können. Darüber hinaus zeigt sich bereits bei der Einphasen-
strömung, dass die implizite Gleichung für ST  auch den Spannungstensor der Fluide 
(hier nur FT ) beinhalten kann (vgl. (2.26)). Diese Aussage ist dann von elementarer 
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Bedeutung, wenn sich FT  aufgrund der Inkompressibilität nicht konstitutiv festlegen 
lässt. 
Als konstitutive Gleichung zur Bestimmung von ST  kann deshalb auch eine tensorielle 
Gleichung folgender Form dienlich sein: 





−  = 
 
f T T F 0  (3.64) 
Fallunterscheidungen wie Fließbedingungen gemäß (3.63b) können dabei notwendig 
werden, um sprunghaft veränderliches Materialverhalten (z.B. von starr zu plastisch) zu 
berücksichtigen. 
Bluhms (1997, S.90) Ablehnung des Terzaghischen Prinzips ist demnach lediglich eine 
logische Folgerung aus seiner Beschränkung auf konstitutive Gleichungen in expliziter 
Darstellungsweise, wie sie zur Beschreibung elastischen Materialverhaltens ausreichen. 
3.5.3 Erkenntnisse 
Die Herleitungen haben gezeigt, dass die Theorie poröser Medien, welche durch Bilanz-
gleichungen und konstitutive Beziehungen das Bewegungsverhalten mehrphasiger 
Systeme beschreibt, auch in der Lage ist, die mechanischen Wechselwirkungen zwi-
schen Fluid und Korngefüge zu beschreiben. 
Es konnte gezeigt werden, dass das in der klassischen Bodenmechanik verwendete Kon-
zept der wirksamen Spannungen von Terzaghi und die zugehörigen Gleichungen mit 
Hilfe der Theorie poröser Medien rational begründet werden kann. Dabei konnten Be-
griffe wie "wirksame Spannungen", "totale Spannungen", "Strömungskräfte", "Wichte 
unter Auftrieb" sowie "Terzaghis Prinzip der wirksamen Spannungen" nach rationaler 
Mechanik eingeordnet werden. 
Die klassischen Gleichungen zur Beschreibung des Kräftegleichgewichts lassen sich bei 
Vernachlässigung der Massenträgheit als Linearkombinationen der beiden Bewegungs-
gleichungen für Solid und Fluid deuten. Probleme ergeben sich bei dem klassischen 
Prinzip nicht einmal wenn der Porenanteil örtlich oder zeitlich veränderlich ist. 
Bei dynamischen Fragestellungen ist äußerste Vorsicht geboten. Insbesondere ist es 
nicht zulässig, bei der Verwendung von kombinierten Bewegungsgleichungen wie 
(3.58) und (3.61) die Massenträgheitskräfte darin nur mit S S x  anzusetzen! 
 
Für langsame Prozesse kann jedoch bei inkompressiblen Bodenkörnern von einer recht 
weitgehenden Gültigkeit des Terzaghischen Ansatzes (1923) ausgegangen werden. 
Auch der Ansatz von Terzaghi (1936), für die Fließbedingung die "wirksamen Span-
nungen" heranzuziehen, erweist sich als gut begründet und kann mit Hilfe der Theorie 
poröser Medien zumindest nicht widerlegt werden. 
 
Terzaghi hat seine Ansätze im Wesentlichen aus Intuitionen gewonnen. Auf der einen 
Seite impliziert dieses aus Sicht des Wissenschaftlers natürlich fragwürdige Vorgehen 
geradezu Fehler – vor allem bei fortgeschritteneren Anwendungen. Auf der anderen 
Seite zeigt es die Genialität von Terzaghis Ideen. 
 
Für die Beschreibung der Zweiphasenströmung mit den klassischen Ansätzen werden 
aus den Herleitungen des vorangegangenen Abschnitts sowohl Chancen als auch 
Risiken ersichtlich. 
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Die Chance besteht, durch geschickt gewählte Linearkombinationen der Bewegungs-
gleichungen für die Zweiphasenströmung ein dem Terzaghischen Prinzip vergleichbares 
Berechnungsmodell für die Anwendung zu entwickeln. Der Vorteil darin läge in der 
Übertragbarkeit der klassischen Modellvorstellungen und damit einiger Parameter sowie 
in der damit verbundenen breiteren Akzeptanz in der Fachwelt. Das Risiko bei dieser 
Vorgehensweise liegt darin, gerade die Vorzüge der transparenten Beschreibung durch 
die Theorie poröser Medien wieder einzubüßen. 
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4 Modell und Grundgleichungen zur Zweiphasenströmung 
Die kontinuumsmechanische Beschreibung der Zweiphasenströmung im deformierbaren 
Korngefüge setzt ein mechanisches Modell voraus, auf dessen Grundlage sich die für 
wesentlich erachteten Effekte beschreiben lassen. Im Folgenden Abschnitt wird ein 
solches Modell eingeführt und beschrieben. 
Unabhängig von konstitutiven Beziehungen, wie sie im nächsten Kapitel für die Zwei-
phasenströmung zu definieren sein werden, müssen einige Bilanzgleichungen für alle 
thermodynamischen Prozesse erfüllt sein. Diese Bilanzgleichungen, die im 
Wesentlichen aus Erhaltungssätzen physikalischer Größen bestehen, können als 
Erfahrungstatsachen aus der Physik übernommen werden. Da diese Erhaltungssätze 
nicht von der Anzahl und Art der Konstituierenden abhängen, sind die Erhaltungssätze 
der Einphasenströmung stets Spezialfälle der Zweiphasenströmung. 
4.1 Modell zur Zweiphasenströmung im deformierbaren Korngefüge 
Unter einer Zweiphasenströmung verstehen wir die Bewegung von zwei fluiden Phasen 
in einem mit Poren ausgestatteten, festen, grundsätzlich aber deformierbaren Medium. 
Das hier verwendete Modell besteht demnach aus drei Konstituierenden, welche in 
jeweils einer Phase auftreten: der festen Phase, die aus den Bodenkörnern besteht, 
welche das Korngefüge bilden (Index S für "solid"), der flüssigen Phase "Wasser" 
(Index F) und der gasförmigen Phase "Luft" (Index G). 
4.1.1 Korngefüge 
Das feste Medium, das sogenannte "Korngefüge" besteht aus einer deformierbaren, gra-
nularen Schüttung von Bodenkörnern, welche selber als nicht deformierbar gelten 
sollen. Aufgrund seines granularen Aufbaus entspricht das „feste“ Korngefüge nur 
bedingt den Eigenschaften eines kontinuumsmechanischen Festkörpers. So muss grund-
sätzlich bedacht werden, dass der Zusammenhalt zwischen den Körnern verlorengehen 
kann und das Gefüge damit aus makroskopischer Sicht auch den Charakter einer zähen 
Flüssigkeit bekommen kann. Prominente Beispiele für derartige Vorgänge sind die 
Entleerung von Silos und das Aufschütten von Halden – aber auch der gemeinhin als 
"liquefaction" (Verflüssigung) bezeichnete Vorgang. 
Eine andere Gruppe von Phänomenen steht ebenfalls mit der traditionellen Vorstellung 
von Korngefügen als Kontinua in Konflikt: Das Entmischen von Korngefügen; 
vornehmlich kleinere Körner entfernen sich von ihrem Platz im Korngefüge und lagern 
sich anderswo an. Durch derartige Effekte, z.B. Erosion und Suffosion 
(Busch/Luckner/Tiemer, 1993) besitzt das Korngefüge bereits für sich allein Eigen-
schaften eines Mehrkomponentenkontinuums, welche hier jedoch vernachlässigt 
werden. 
 
Bei seiner vergleichsweisen unbeweglichen und stabilen Gestalt, unter dem das Korn-
gefüge von Ingenieuren in der Natur angetroffen wird, kommt es einem festen Konti-
nuum jedoch sicherlich sehr nahe. Dies gilt insbesondere hinsichtlich seiner Eigen-
schaften in Bezug auf Strömungen von Fluiden in seinen Poren. Der Anteil der festen 
Bestandteile muss dabei jedoch so groß sein, dass ein Korngefüge entsteht, das innere 
Kräfte direkt von Korn zu Korn überträgt und das so stabil ist, dass einzelne Körner 
zum Beispiel durch die Fluidströmung nicht herausgelöst werden können. Das hier 
verwendete Modell schließt deshalb zum Beispiel die Behandlung von 
Erosionsprozessen aus. 
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4.1.2 Poren 
Für das Strömen von Fluiden durch die Poren des porösen Mediums sind die Verteilung 
und die Durchgängigkeit der Poren von entscheidender Bedeutung. Die Wirkung von 
isolierten Poren dagegen ist hier vergleichsweise uninteressant. 
Da das poröse Medium hier aus einem Gefüge an geschütteten, mehr oder weniger 
gedrungenen Körnern besteht, kann davon ausgegangen werden, dass die Poren unter-
einander verbunden und damit durchgängig von Fluiden durchströmt werden können. 
Poren, die in den einzelnen Bodenkörnern eingeschlossen sein mögen, können dabei 
zum Korngefüge gezählt werden, da Fluide, die sich dort aufhalten, nicht am 
Strömungsprozess teilnehmen und hier nicht gesondert bilanziert werden müssen. 
4.1.3 Fluide 
In den Poren des Korngefüges befinden sich zwei fluide Phasen – die Flüssigkeit 
"Wasser" und das Gas "Luft". Dabei handelt es sich um zwei nichtmischbare Fluide, 
d.h. sie bilden Oberflächen gegeneinander aus und besitzen voneinander abweichende 
Spannungszustände. Wasser hat gegenüber Luft die höheren Oberflächenkräfte, so dass 
es die einzelnen Körner bevorzugt benetzt und sich auch in die kleineren Poren-
zwischenräume zurückzieht. Wasser ist demzufolge das benetzende Fluid. 
Wir subsumieren unter der Phase F sowohl gebundenes als auch freies Wasser. Die 
Möglichkeit der Unterteilung dieser einen Phase in zwei Unterphasen bleibt davon 
unberührt, ist hier aber nicht von vorrangigem Interesse. 
Wir betrachten nur Prozesse mit geringen, für die mechanischen Wechselwirkungen 
unbedeutenden Temperaturänderungen und vernachlässigen Phasenübergänge und 
Lösungsprozesse der Fluide. Vor allem Phasenübergänge, wie zum Beispiel die 
Verdunstung von Wasser, können für verschiedene Problemstellungen durchaus von 
Interesse sein. Für die meisten grundbaulichen Fragestellungen stellen sie jedoch nur 
eine Randerscheinung dar. 
4.1.4 Verteilung der Phasen 
In dem hier entwickelten Modell wird die Verteilung der einzelnen Phasen allein durch 
deren jeweilige Volumenanteile dargestellt. Es kann also nicht beschrieben werden, wie 
die Verteilung der beiden Fluide in den Poren unterhalb der Makroebene ist. Im Ver-
gleich zu den weiterentwickelten Vorstellungen von Hassanizadeh/Gray (1993) ist 
dieses ein vergleichsweise einfaches, jedoch leicht konkretisierbares Modell. Mit dem 
Modell von Hassanizadeh/Gray (1993), welches durch die Einführung spezifischer 
Fluidoberflächen Volumenverteilungen unterhalb der Makroebene beschreiben kann, 
lassen sich Hystereseeffekte ohne Frage besser beschreiben – ob allerdings die dafür 
notwendigen Parameter überhaupt bestimmbar sind, muss jedoch angezweifelt werden. 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 51 
4.1.5 Instabilitäten 
Grundsätzlich ist zu fragen, ob die in Rede stehenden Prozesse überhaupt mit konti-
nuumsmechanischen Ansätzen beschrieben werden können. Die klassischen Verfahren, 
die mit einigem Erfolg angewendet werden, beinhalten diese Annahme, in der Regel 
jedoch, ohne sie explizit zu erwähnen. Die Frage ist, ob solche Effekte, die in der 
Physik mit "spontane Symmetriebrechung" bezeichnet werden, nicht eine wichtige 
Rolle spielen können. Kleine, kaum messbare Ursachen führen dabei zu großen 
Wirkungen. Derartige Effekte sind im Bauingenieurwesen zum Beispiel das Knicken 
von Stäben und das Beulen von Platten – die Richtung einer Bewegung lässt sich dabei 
nicht unbedingt voraussagen. 
Bei Zweiphasenströmungen kennen wir derartige Effekte als "Fingering", wenn sich 
nämlich eine Phase – ohne erkennbare Inhomogenität des Korngefüges – fingerartig in 
einen Bereich, der vornehmlich von einer anderen Phase eingenommen wird, eindringt 
und an anderen Stellen unerwartet zurückbleibt. Wertvolle Hinweise auf das Entstehen 
von derartigen Instabilitäten erhalten wir z.B. aus Glass/Steenhuis/Parlange (1989). 
Auch bei Schadstoffausbreitungen im Grundwasser sind diese Effekte seit längerem 
bereits bekannt (vgl. z.B. Schwille, 1984). Auch hinsichtlich des zeitlichen Auftretens 
von Strömungen treten gelegentlich derartige Instabilitäten auf, etwa beim Auslaufen 
einer mit Wasser gefüllten Flasche. Hier kommt es zu diskontinuierlichen Entleerungen, 
deren Schübe zeitlich nicht unbedingt vorhersehbar sein müssen. Die Möglichkeit, der-
artige Prozesse trotz ihrer Unzuverlässigkeit mit kontinuumsmechanischen Ansätzen zu 
beschreiben, beschränkt sich auf die Angabe von wahrscheinlichen und gemittelten 
Werten hinsichtlich Zeit und Raum und ist damit auch eine Frage der Abmessungen von 
repräsentativen Elementvolumen (Bear, 1972). Es wird bei homogenem Untergrund 
deshalb immer unklar bleiben, an welcher Stelle und zu welcher Zeit sich etwa Finger 
einer fluiden Phase bilden. 
                 
Abb. 4.1: Fingering bei der Ausbreitung von Schadstoffen im Boden (Schwille, 1984) 
Ich gehe hier davon aus, dass entsprechende spontane Symmetriebrechungen für grund-
bauliche Fragestellungen von untergeordneterer Bedeutung sind. Auf makroskopischer 
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Ebene halte ich diese Effekte für nicht so bedeutend wie die Wirkungen von Inhomo-
genitäten hinsichtlich der Durchströmungseigenschaften des Korngefüges, welche durch 
Parametervariationen im Rahmen der Kontinuumsmechanik modelliert werden können. 
4.2 Volumenanteile und Dichten 
4.2.1 Saturierungsbedingung 
Der gesamte Kontrollraum ist vollständig mit den drei Konstituierenden ausgefüllt. Für 
die Volumenanteile der einzelnen Phasen folgt aus (2.3) deshalb: 
1S F Gn n n+ + =  (4.1a) 
Diese Volumenbilanz wird auch "Saturierungsbedingung" genannt; d.h. der Kontroll-
raum an jeder Stelle im Kontinuum wird durch die drei Konstituierenden genau ausge-
füllt. Die Gültigkeit dieses Ausdrucks entspricht der "Erhaltung des Raumes". 
Zur einfachen Handhabbarkeit wird hier der aus der klassischen Bodenmechanik 
bekannte Porenanteil n  eingeführt. Er wird wie folgt durch den Volumenanteil des 
Korngefüges definiert: 
1 Sn n= −  (4.1b) 
Darüber hinaus erscheint es für bodenmechanische Fragestellungen sinnvoll, die 
Volumenanteile der Fluide auf den Porenanteil n  zu beziehen. Daraus entsteht der 
Sättigungsgrad für das Fluid Wasser. 
FnS
n
=  (4.1c) 
Dieser Wassersättigungsgrad S  ist mit dem in der klassischen Bodenmechanik verwen-
deten Sättigungsgrad identisch. 
Jeder mögliche Zustand, den die Volumenanteile ( ), ,S F Gn n n  einnehmen können, ist 
nun durch die beiden Variablen ( , )n S  beschrieben. Die Saturierungsbedingung entzieht 
sich einer weiteren Auswertung, wenn außer (4.1b) und (4.1c) noch mit (4.1d) an ent-
sprechenden Stellen substituiert wird. 
( )1Gn S n= −   (4.1d) 
4.2.2 Partialdichten 
Aus (2.4) und den Definitionen aus (4.1) ergibt sich der Zusammenhang zwischen den 
Realdichten und den Partialdichten. Letztere hängen – unabhängig von den Material-
eigenschaften – folgendermaßen von den Realdichten und den Volumenanteilen ab: 
( )1S SR n =  −  (4.2a) 
F FR n S =    (4.2b) 
( )1G GR n S =   −  (4.2c) 
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4.3 Erhaltungssätze 
4.3.1 Erhaltung der Masse 
Aus (2.16b) ergibt sich für die drei Konstituierenden der jeweilige Satz von der Erhal-
tung der Masse. Da der Massenaustausch einzelner Phasen ausgeschlossen werden 
kann, wurden die Massenzuwächse im  bereits alle zu 0 gesetzt. 
( )div 0S S S +  =x  (4.3a) 
( )div 0F F F +  =x  (4.3b) 
( )div 0G G G +  =x  (4.3c) 
Eine Auswertung der Massenbilanz für die gesamte Mischung nach (2.17) ist darin be-
reits enthalten und führt zu keiner über (4.3) hinausgehenden Information. 
4.3.2 Erhaltung der Bewegungsgröße 
Aus (2.18) folgt für die drei Konstituierenden die jeweilige Bewegungsgleichung. Da 
die Massenzuwächse im  bereits zu null gesetzt wurden, entfallen entsprechende Terme 
für die Bewegungsgröße. 
( )div S S S S+  − + =T b x s 0  (4.4a) 
( )div F F F F+  − + =T b x s 0  (4.4b) 
( )div G G G G+  − + =T b x s 0  (4.4c) 
Aus dem Erhalt der Bewegungsgröße für die gesamte Mischung (2.19) ergibt sich für 
die in (4.4) enthaltenen Interaktionskräfte folgende Bedingung: 
F G S+ + =s s s 0  (4.5) 
4.3.3 Erhaltung des Dralles 
Die Symmetrie der Spannungstensoren der einzelnen Konstituierenden nach (2.21) wird 
wie folgt formuliert: 
T
S S=T T  (4.6a) 
T
F F=T T  (4.6b) 
T
G G=T T  (4.6c) 
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4.4 Hauptsätze der Thermodynamik 
4.4.1 Erster Hauptsatz der Thermodynamik 
Der Satz von der Erhaltung der Energie ergibt für das hier angesetzte Modell keine rele-
vante Information. Durch eine spezielle Wahl der konstitutiven Gleichung für den 
Energieaustausch zwischen den Konstituierenden ergeben sich die Temperaturen der 
drei Konstituierenden. Diese sollen sich definitionsgemäß von ihren Werten im 
Anfangszustand praktisch nicht unterscheiden, so dass der erste Hauptsatz der Thermo-
dynamik hier nicht ausgewertet werden muss. 
Notwendig wäre die Auswertung dieses Hauptsatzes zum Beispiel bei Problemstellun-
gen, in denen Wärmeübergänge zwischen einzelnen Konstituierenden oder Wärme-
leitungen eine wichtige Rolle spielen. Im Grundbau ist das zum Beispiel bei der Boden-
vereisung oder bei Behältern und Rohrleitungen für extrem warme oder kalte Fluide der 
Fall. 
Grundsätzlich sind dann für zwei (d.h.: k 1max − ) der lokalen Energiezuwächse konstitu-
tive Beziehungen aufzustellen. Daraus ergeben sich die Temperaturänderungen der ein-
zelnen Konstituierenden. 
4.4.2 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik 
Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik, die "Entropieungleichung", hat einige 
Einschränkungen für mögliche konstitutive Beziehungen zur Folge (vgl. z.B. Bowen, 
1980, de Boer/Ehlers, 1986; Ehlers, 1989; Bluhm, 1997). Die geforderte Einhaltung der 
Entropieungleichung kann an dieser Stelle aufgrund fehlender konstitutiver Beziehun-
gen noch nicht explizit nachgewiesen werden. 
Mit Hilfe von Lagrangeschen Multiplikatoren für die Einhaltung der Nebenbedingungen 
aus Saturierungsbedingung und Erhaltungssätzen lässt sich die Entropieungleichung im 
Hinblick auf mögliche konstitutive Beziehungen auswerten (Müller, 1973), (Bluhm, 
1997). 
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5 Konstitutive Beziehungen zur Zweiphasenströmung 
Über die Grundgleichungen des vierten Kapitels hinaus, wie sie für jedes Kontinuum 
mit drei Konstituierenden gelten, sind nun weitere Gleichungen erforderlich, die das 
mechanische Verhalten der einzelnen Konstituierenden, Wasser, Luft und Korngefüge 
selber und deren mechanische Wechselwirkungen beschreiben. 
5.1 Grundlagen 
Als Grundlage für alle konstitutiven Gleichungen gilt es zunächst zu bilanzieren, wie 
viele beschreibenden Gleichungen den unbekannten Feldvariablen gegenüberstehen, um 
festzulegen, wie viele konstitutiven Gleichungen zur Schließung des Systems benötigt 
werden. 
5.1.1 Bilanzierung von Gleichungen und Variablen 
Um die Anzahl der erforderlichen konstitutiven Gleichungen zu ermitteln, sind die An-
zahl der vorhandenen Feldvariablen und die Anzahl der bereits feststehenden, unum-
stößlichen Gleichungen zu bilanzieren. 
 
Die unbekannten Feldgrößen sind, als Skalare gezählt, in Tab. 5.1 aufgeführt. 
 
Feldvariablen Größen Anzahl der Unbekann-
ten 
Volumenanteile ,n S  2 2 
Partialdichten , ,S F G    3 3 
Realdichten , ,SR FR GR    3 3 
Geschwindigkeiten , ,S F Gx x x  3 3 = 9 
Spannungstensoren , ,S F GT T T  3 6 = 18 
Interaktionsterme , ,S F Gs s s  3 3 = 9 
Gesamtzahl der Unbekannten:   44 
Tab. 5.1: Aufzählung der in Skalaren gewerteten Feldvariablen 
Die Verschiebungen kx , Deformationsgradienten kF , Verzerrungstensoren und 
Geschwindigkeitsgradienten ergeben sich aus dem zugehörigen Geschwindigkeitsfeld 
kx  und werden somit nicht als unabhängige Feldvariablen geführt. 
 
Den 44 unbekannten skalaren Feldgrößen stehen die 18, in Tab. 5.2 wiedergegebenen 
Bestimmungsgleichungen gegenüber. 
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Gleichungen  Anzahl der Glei-
chungen 
 
Partialdichten (4.2) 3 3 
Massenerhaltungsgleichungen (4.3) 3 3 
Bewegungsgleichungen (4.4) 3 3 = 9 
Interaktionsterme der Bewegungsgleichung (4.5) 3 3 
Drallerhaltung (bereits ausgewertet) (4.6) - 0 
Gesamtzahl der Gleichungen:   18 
Tab. 5.2: Aufzählung der in Skalaren gewerteten Bestimmungsgleichungen 
Ein Vergleich der beiden Tabellen zeigt, dass noch ein Bedarf von 44-18=26 zusätz-
lichen skalaren Gleichungen besteht, welchen es nun durch konstitutive Gleichungen zu 
decken gilt. 
 
Die in Tab. 5.3 aufgeführten, voneinander unabhängig definierbaren, 26 skalaren Feld-




Feldvariable Anzahl der 
Gleichungen 
1 Realdichte der Körner: const.SR =  
(Inkompressibilität der Körner) 
1 
2 Realdichte des Wassers: const.FR =  
(Inkompressibilität des Wassers) 
1 
3 Spannungstensor für das Korngefüge ST  6 
4 Spannungstensor für das Wasser FT  6 
5 Spannungstensor für die Luft GT  6 
6 Interaktionsterm in der Bewegungsgleichung des Wassers Fs  3 
7 Interaktionsterm in der Bewegungsgleichung der Luft Gs  3 
 Summe 26 
Tab. 5.3: Aufzählung der erforderlichen konstitutiven Gleichungen 
Das System von Differentialgleichungen ist damit geschlossen. 
 
Wenn möglich, sollten die Größen nach Tab. 5.3, Zeile 3 bis 7 explizit angegeben wer-
den. Aus diesem Grunde werden die Gleichungen zunächst formal gemäß (2.25) behan-
delt. Es kann jedoch auch notwendig werden, sie implizit gemäß (2.26) auszudrücken 
(Truesdell/Noll, 1992, S. 95). 
5.1.2 Abhängigkeiten der Feldvariablen 
Nun muss geklärt werden, wovon die nach Tab. 5.3 konstitutiv festzulegenden Feldva-
riablen abhängen sollen. Die Realdichten für die Körner und das Wasser wurden nach 
Tab. 5.3, Zeilen 1 und 2 bereits als Konstanten konstitutiv festgeschrieben. Die verblei-
benden Feldvariablen hängen von einem Satz an sogenannten "konstitutiven Feldvaria-
blen" ab (Truesdell/Noll, 1992; Ehlers, 1989). Dabei dürfen die im vierten Kapitel auf-
gestellten Grundgleichungen nicht verletzt werden. 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 57 
Die rechte Seite der Gleichung (5.1) zeigt, wie der Satz an konstitutiven Feldvariablen 
aussieht, von dem die Feldvariablen nach Tab. 5.3 hier grundsätzlich abhängen sollen. 
  (
)
i, , , , , , , ,
grad ,grad ,Grad ,grad ,
, , ,grad ,grad ,grad
S F G F G S GR
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=T T T s s F
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 (5.1) 
Wir gehen davon aus, dass nur das Korngefüge eine ausgeprägte Referenzplatzierung 
besitzt. Für die Fluide werden deshalb keine Deformationsgradienten eingeführt. Dieser 
Satz an konstitutiven Variablen lässt eine Fülle von möglichen Stoffgesetzen zu. 
Unter Berücksichtigung des im zweiten Kapitel aufgeführten Prinzips der Koordinaten-
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 (5.2) 
Darin ist kD  der symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten der jeweiligen 
Konstituierenden k  gemäß: 
( )T1 grad grad
2k k k
=  +D x x  (5.3a) 
SC  ist der rechte Cauchy-Greensche Verzerrungstensor des Korngefüges. Er ist wie 
folgt definiert: 
T
S S S=C F F  (5.3b) 
Im Unterschied zu (5.1) gehören in (5.2) nur noch Geschwindigkeitsdifferenzen zu den 
konstitutiven Variablen, da die Geschwindigkeiten selber vom Beobachter abhängen 
und damit nicht materiell objektiv sind. 
5.1.3 Grundlegende Ansätze 
Gleichung (5.2) bietet noch eine unerschöpfliche Anzahl von Möglichkeiten, die ge-
suchten Feldvariablen durch konstitutive Gleichungen zu beschreiben. An dieser Stelle 
soll der Ansatz nach (5.2) spezifiziert werden, so dass die konstitutiven Gleichungen 
konkreter gefasst werden können. Die Möglichkeiten werden dadurch bereits stark ein-
geschränkt. Basierend auf diesen Ansätzen sollen auch die konstitutiven Variablen wei-
ter eingeschränkt werden. Das Augenmerk ist dabei auf bodenmechanische Fragestel-
lungen gerichtet. 
Die Ansätze nach (5.4) und (5.5) sind im Einzelnen motiviert durch Beobachtungen des 
mechanischen Verhaltens der einzelnen beteiligten Stoffe und Körper sowie durch klas-
sische Ansätze. Ebenso enthalten die Ansätze Einflüsse aus verschiedenen Auswertun-
gen der Entropieungleichung (z.B. Ehlers, 1989; Bluhm, 1997). 
 
Für die Partialspannungstensoren der Fluide sollen die folgenden expliziten Darstellun-
gen gemäß (2.25) gelten: 
( ), , ,F F GR Fn S =T T D  (5.4a) 
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( ), , ,G G GR Gn S =T T D  (5.4b) 
Die Partialspannungen der Fluide FΤ  und GT  hängen nach diesen Ansätzen vom 
Porenanteil, dem Sättigungsgrad, der Realdichte der Luft sowie vom Geschwindigkeits-
gradienten des jeweiligen Fluids ab. Der Zustand des Korngefüges geht bis auf den Po-
renanteil dort also nicht ein. Ebenso geht die Realdichte des Wassers, die eine 
Konstante ist, nicht ein. 
 
Der Partialspannungstensor des Korngefüges soll durch folgende, mit Absicht zunächst 
noch recht allgemein gehaltene, implizite symmetrische Tensorgleichung gemäß (2.26) 
festgelegt werden. Sie erlaubt die Einbeziehung von elastischen, plastischen und visko-
sen Effekten. Enthalten sind auch der Porenanteil und der Sättigungsgrad. Obwohl also 
von den konstitutiven Variablen der Fluide hier nur die Volumenanteile in die konstitu-
tive Gleichung für den Spannungstensor des Korngefüges einbezogen werden, bedeutet 
der Ansatz nach (5.4c) in punkto „Fluide im Korngefüge“ bereits eine fundamentale 
Erweiterung etwa der Ansätze von Bluhm (1997). Einige für die Bodenmechanik rele-
vante Spezifikationen erfolgen an späterer Stelle. 
( ), , , ,S S o S S n S− =f T U C D 0  (5.4c) 
Mit dieser impliziten Darstellung wird ein als symmetrisch definierter Tensor für eine 
mechanische Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge eingeführt. Diese "äußere 
Wirkung" der Porenfluide wird mit dem Tensor oU  erfasst, welcher an dieser Stelle 
noch nicht weiter spezifiziert wird, da zu seinem genauen Aussehen thermodynamische 
Überlegungen einbezogen werden müssen. 
( ), , , ,o o GR F Gn S =U U D D  (5.4d) 
Aus der äußeren Wirkung der Porenfluide entstehen Phänomene wie der Auftrieb oder 
der Aufbau von Porenwasserdruck infolge Zusammendrückung des Korngefüges. Diese 
Wirkungen lassen sich bei der Einphasenströmung auch an der klassischen Gleichung 
(3.58), der Bewegungsgleichung vom Mischungskörper erkennen. Die Einheit von oU  
muss aus Gründen der Dimensionshomogenität die einer Spannung sein. 
Definiert wird jetzt der Tensor der "Extra-Spannungen" SET  zu: 
SE S o= −T T U  (5.4e) 
Diese Gleichung, umgeformt zu " S SE o= +T T U ", in die Bewegungsgleichung (4.4a) 
eingesetzt, liefert dank der Linearität des Divergenzoperators einen Ausdruck 
" div divSE o+T U ". div oU  kann darin formal als eine äußere Kraft, wie zum Beispiel 
die Gewichtskraft S b  oder die Interaktionskraft Ss , angesehen werden. Bei der 
Einphasenströmung in einem starren Korngefüge wird aus div oU  der Gradient des 
Porenwasserdrucks, der den Auftrieb des Korngefüges initiiert. 
Aus der Auswertung der Entropieungleichung bei einem Kontinuum mit zwei inkom-
pressiblen Phasen erhält man über die Einbeziehung der Saturierungsbedingung als 
Zwangsbedingung mit einem Lagrangeschen Multiplikator   für den Spannungstensor 
der festen Phase einen Anteil ( )Sn −  I  (Bowen, 1980). Der entsprechende Anteil im 
Spannungstensor des Fluids lautet: ( )Fn −  I . Die Interpretation dieses   als Fluid-
druck (vgl. de Boer/Ehlers (1990) oder Bluhm (1997, S. 74, Gl. 7.20.)) liegt hier nahe. 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 59 
Da aber die beiden   in den Spannungstensoren identisch sein müssen, folgt, dass der 
Spannungstensor des Korngefüges auch den Porenwasserdruck enthalten muss. In der 
Bewegungsgleichung des Korngefüges taucht deshalb der Gradient des Fluiddrucks   
auf. Dieser ist für die Auftriebswirkung des Korngefüges verantwortlich. 
Die Herleitungen von Bowen (1980) sowie de Boer/Ehlers (1990), die also thermo-
dynamisch motiviert sind, legen den Schluss nahe, dass der oben eingeführte Tensor der 
äußeren Wirkung oU  zumindest bei Zweiphasenmodellen hydrostatisch sein muss. Es 
besteht folgender Zusammenhang: o Sn = −  U I . Der Auftrieb zum Beispiel wirkt 
also zwangsweise auch, wenn die Konstituierenden inkompressibel sind. 
 
Aus dem Ansatz (5.4c) folgt mit (5.4e) eine grundlegende Form für konstitutive Bezie-
hungen zum mechanischen Verhalten des Korngefüges: 
( ), , , ,S SE S S n S =f T C D 0  (5.4f) 
Diese Gleichung beinhaltet eine innere mechanische Wirkung der Porenfluide auf das 
Korngefüge, die durch den Einfluss der Variablen n  und S  verkörpert wird. Die innere 
Wirkung der Porenfluide hängt also von den Volumenanteilen der beiden Fluide ab. 
Durch sie besteht eine Möglichkeit, die Extra-Spannungen des Korngefüges über die 
äußere Wirkung hinaus konstitutiv zu beschreiben. An dieser Stelle soll zum Beispiel 
die Kapillarkohäsion, das "Zusammenkleben" der einzelnen Körner eines nichtbindigen 
Bodens infolge der Porenfluide erfasst werden. Da dieser Effekt bei einer Einphasen-
strömung nicht auftritt, geht die innere Wirkung auch nicht in die Gleichungen zur Ein-
phasenströmung (vgl. z.B. (3.62)) ein. 
 
Für die Interaktionsterme soll gelten: 
( )
( )
, , , ,grad ,grad ,grad
, , , ( ), ( )
F F0 GR F FR
FE GR F S G S











, , , ,grad ,grad ,grad
, , , ( ), ( )
G G0 GR G GR
GE GR F S G S







s x x x x
 (5.5b) 
Die Interaktionsterme werden in zwei Unterfunktionen eingeteilt. Der jeweilig erste 
Summand k0s  hängt von den Gradienten des Porenanteils und des Sättigungsgrads ab 
und berücksichtigt deshalb Effekte wie den Einfluss der lokalen Änderung der 
Volumenanteile (vgl. Abb. 3.1). Der jeweilig zweite Term, der "Extra-Interaktionsterm" 
kEs  berücksichtigt die Kräfte, die infolge gegenseitigen Durchdringens der einzelnen 
Phasen entstehen; dieses wird durch seine Abhängigkeit von den 
Relativgeschwindigkeiten dokumentiert. 
5.2 Rahmenbedingungen durch Spezialfälle 
Die Beschreibung der Einphasenströmung mit Hilfe der Theorie poröser Medien ist – 
wie im dritten Kapitel beschrieben – relativ problemlos. Es empfiehlt sich nun, die Ein-
phasenströmung als einen Spezialfall der Zweiphasenströmung zu deuten, um sie von 
Anfang an in das Modell einzubeziehen. Auch kann in einem Spezialfall das Kornge-
füge als Konstituierende entfallen – ein Aspekt, der in der Literatur bisher kaum wertge-
schätzt wurde. 
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Diese und weitere Spezialfälle können in einer Art "Stoffdreieck" (vgl. z.B. 
Busch/Luckner/Tiemer, 1993) visualisiert werden. Abb. 5.1 zeigt, wo dort die einzelnen 
Spezialfälle angesiedelt sind. Ebenfalls ersichtlich ist daraus auch, dass der 
Wertebereich des Porenanteils n  für die Bodenarten gegenüber einem theoretisch 
möglichen Bereich ( 0 1n  ) deutlich eingeschränkt ist. 
 
Abb. 5.1: Porenanteil und Sättigungsgrad verschiedener Bodenarten 
Aus den Spezialfällen können Rahmenbedingungen für die konstitutiven Beziehungen 
der Ansätze (5.4) und (5.5) gewonnen werden, die bei der weiteren Formulierung der 
Ansätze bindend – aber auch hilfreich – sein werden. 
Ergebnis dieses Prozesses wird zum Beispiel sein, dass das System der drei Bewegungs-
gleichungen zur Zweiphasenströmung im Spezialfall "Einphasenströmung" automatisch 
zu drei speziellen Bewegungsgleichungen degeneriert. Die erste beschreibt die Bewe-
gung des Korngefüges; die zweite beschreibt die Einphasenströmung des vorhandenen 
Fluids und die dritte (die des nicht vorhandenen Fluids) ist trivial erfüllt und liefert des-
halb keine weitere Information. 
5.2.1 Korngefüge mit Luft 
Im Falle der Einphasenströmung "Luft" befindet sich in den Poren des Bodens nur 
(trockene) Luft; für den Sättigungsgrad gilt deshalb: 0S  . 
Die Bewegungsgleichung für die Luft sieht analog zu (3.24) folgendermaßen aus: 
( ) ( ) ( )
2





 −  +  − +  −  − =I b x x x 0  (5.6) 
Der Vergleich mit der allgemeinen Bewegungsgleichung der Luft (4.4c) ergibt für den 
Spannungstensor der Luft: 
G Gp= − T I  (5.7a) 
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Grundlage dieser Gleichung war die Annahme, es sei ausreichend, in der Bewegungs-
gleichung des Fluids dieses als ideal anzusetzen, so dass es de facto einen hydrostati-
schen Spannungszustand einnimmt. Weiterhin gelte auch für den Partialdruck Gp  das 
Boyle-Mariottesche Gesetz: 
G G GRp RT n RT =  =    (5.7b) 
Für die beiden Teile des Interaktionsterms entsteht aus dem Vergleich von (5.6) mit 
(4.4c), (5.7a) und dem Ansatz (5.5b): 
1





=  =  = − s T  (5.8a) 
und 
( ) ( )2 21 1GE G G G S G G Sn n
K K
 = −    − = −    −s x x x x  (5.8b) 
Die Bewegungsgleichung (4.4b) für das Wasser (F) muss hier trivial erfüllt sein, d.h. sie 
darf keine Information liefern. Da 0F =  gilt und damit der mittlere Summand in 
(4.4b) entfällt, muss für die Spannungen und die Interaktionsterme gelten: 
F =T 0  (5.9) 
und 
F0 =s 0 , FE =s 0  (5.10a-b) 
Das Korngefüge unterliegt auch bei einer reinen Luftströmung einer Auftriebswirkung; 
diese wird für praktische Aufgabenstellungen aufgrund ihrer Geringfügigkeit stets ver-
nachlässigbar sein, sollte aus grundsätzlichen Erwägungen jedoch zunächst erfasst wer-
den. Für den Partialspannungstensor des Korngefüges ergibt sich – vergleichbar zu 
(3.48) – deshalb: 
( )1S SE S GR SE GRn p n p= −   = − −  T T I T I  (5.11a) 
Darin ist GRp  der reale Luftdruck, der nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz lautet: 
GR GRp RT =   (5.11b) 
Für die äußere Wirkung aus dem Porenfluid Luft nach dem Ansatz (5.4c) folgt aus 






= U T  (5.12) 
Für die Einphasenströmung bedeutet Terzaghis Prinzip, dass die wirksamen 
Spannungen nicht von den Fluidparametern abhängen, es lässt sich daher postulieren, 
dass es hier keine innere Wirkung der Porenfluide in (5.4f) gibt. 
Diese Bedingungen sind bei der Aufstellung von konstitutiven Gleichungen zu beach-
ten. 
5.2.2 Korngefüge mit Wasser 
Im Falle Einphasenströmung "Wasser" befindet sich in den Poren des Bodens nur Was-
ser, für den Sättigungsgrad gilt deshalb: 1S  . 
Die Bewegungsgleichung für das Wasser sieht nach (3.24) dann folgendermaßen aus: 
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( ) ( ) ( )
2





 −  +  − +  −  − =I b x x x 0  (5.13) 
Der Vergleich mit der Bewegungsgleichung des Wassers (4.4b) ergibt für den Span-
nungstensor des Wassers: 
F Fp= − T I  (5.14a) 
Grundlage dieser Gleichung war auch hier die Annahme, es sei ausreichend, in der 
Bewegungsgleichung des Fluids, dieses als ideal anzusetzen, so dass es de facto einen 
hydrostatischen Spannungszustand einnimmt. Da Wasser als inkompressibles Fluid 
angesetzt wurde, kann Fp  nicht konstitutiv bestimmt werden, d.h. es hängt nicht von 
der Wasserdichte oder anderen lokalen physikalischen Größen ab. 
unbestimmtFp =  (5.14b) 
Für die beiden Teile des Interaktionsterms entsteht aus dem Vergleich von (5.13) mit 
(4.4b), (5.14a) und dem Ansatz (5.5a): 
1





=  =  = − s T  (5.15a) 
und 
( ) ( )2 21 1FE F F F S F F Sn n
K K
 = −    − = −    −s x x x x  (5.15b) 
Die Bewegungsgleichung (4.4c) für die Luft (G) muss hier trivial erfüllt sein, d.h. sie 
darf keine Information liefern. Da 0G =  gilt und damit der mittlere Summand in 
(4.4c) entfällt, soll für den in Rede stehenden Spezialfall für die Spannungen und die 
Interaktionsterme gelten: 
G =T 0  (5.16) 
und 
G0 =s 0 , GE =s 0  (5.17a-b) 
Bei der reinen Wasserströmung im Boden wirkt auf das Korngefüge die Auftriebskraft. 
Diese Kraftwirkung wurde in (3.48) formuliert. Für den Partialspannungstensor des 
Korngefüges ergibt sich deshalb: 
( )1S SE S FR SE FRn p n p= −   = − −  T T I T I  (5.18a) 
Darin ist FRp  der reale Wasserdruck, der wie der Partialdruck unbestimmt ist: 
unbestimmtFRp =  (5.18b) 
Für die äußere Wirkung des Porenfluids Wasser aus dem Ansatz (5.4f) folgt aus (3.16) 






= U T  (5.19) 
Für die Einphasenströmung bedeutet Terzaghis Prinzip, dass die wirksamen 
Spannungen nicht von den Fluidparametern abhängen. Es lässt sich daher postulieren, 
dass es auch hier keine innere Wirkung der Porenfluide gibt. 
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Auch diese Bedingungen sind bei der Aufstellung von konstitutiven Gleichungen zu 
beachten. 
5.2.3 Korngefüge ohne Fluide 
Ein Korngefüge, dessen Poren nicht mit Fluiden gefüllt sind, ist ein Einkomponenten-
kontinuum der Konstituierenden S. Da die fluiden Phasen fehlen und damit auch keine 
Wechselwirkungen stattfinden, muss gelten: 
, ,S F G  s 0 s 0 s 0    sowie   ,F G T 0 T 0  (5.20a-e) 
Da keine Fluide mehr in den Poren sind, können deren Zustandsvariablen keinen 
Einfluss mehr auf das Korngefüge ausüben. Die innere und äußere Wirkung der 
Porenfluide entfallen. Es gilt deshalb auch: 
o =U 0  (5.21) 
Es verbleibt ein Einkomponentenkontinuum einer festen Phase. Die einzige Variable, 
die über (5.20) hinaus noch konstitutiv bestimmt werden muss, ist der Partialspan-
nungstensor ST . Aus dem Ansatz (5.4c-f) folgt mit (5.21), dass es ebenso gut ist, 
anstelle von ST  lediglich die Extra-Spannungen SET  festzulegen, da diese beiden 
Tensoren im Spezialfall identisch sind. Es ergibt sich dann als eine grundlegende Form 
für eine konstitutive Beziehung aus (5.4f): 
( ), ,S SE S S =f T C D 0  (5.22) 
Diese Gleichung hat weitreichende Bedeutung für die Formulierung von konstitutiven 
Gleichungen zur Mehrphasenströmung in porösen Medien. Sie zeigt, dass bei der Auf-
stellung von konstitutiven Beziehungen die interaktiven Problemstellungen "Mechani-
sches Verhalten des Korngefüges" und "Mechanisches Verhalten der Porenfluide" als 
bis zu einem gewissen Grad entkoppelt betrachtet werden können. 
5.2.4 Ein Fluid ohne Korngefüge 
Ein sehr spezieller Fall besteht darin, dass zwei der drei Phasen, nämlich Luft und Korn-
gefüge fehlen. Analog dazu könnte auch ein Fall "Luft ohne Korngefüge und Wasser" 
behandelt werden. 
Da es sich hier um ein Einphasenproblem handelt, entfallen alle Interaktionsterme nach 
(5.5) sowie die Spannungstensoren der nicht vorhandenen Phasen, ebenso äußere und 
innere Wirkung der Porenfluide. Es gilt dann: 
, ,S F G  s 0 s 0 s 0  sowie ,S G T 0 T 0  und o =U 0  (5.23a-f) 
Es bleibt lediglich der Spannungstensor für das Wasser konstitutiv zu bestimmen. Die-
ser wird mit Hilfe des verallgemeinerten Stokeschen Gesetzes für ein linear viskoses 
Fluid (vgl. z.B. Truesdell/Noll, 1992, S. 476) definiert: 
( )trace 2F F F F F Fp  = −  +   +  T I D I D  (5.24a) 
Auf Stokes geht ebenfalls die Hypothese zurück, es gelte näherungsweise 2 3F F = −   
(Truckenbrodt, 1968, S. 82). Es folgt damit aus (5.24a): 
( )132 traceF F F F Fp = −  +   − T I D D I  (5.24b) 
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Darin ist mit F  die dynamische Zähigkeit und mit dem Klammerausdruck der deviato-
rische Anteil von FD  enthalten. Diese konstitutive Gleichung und (5.23b) in die Bewe-
gungsgleichung (4.4b) eingesetzt, ergibt die Navier-Stokesche Gleichung zur Beschrei-
bung von laminaren, zähigkeitsbehafteten Strömungen (vgl. z.B. Truckenbrodt, 1968). 
 
In der Bodenmechanik wird als eine gute Annäherung für (5.24b) mit 0F =  gerechnet. 
Diese Vereinfachung, die zu einem hydrostatischen Spannungszustand nach (5.24c) 
führt, kann jedoch zunächst einmal nur innerhalb eines porösen Mediums zufrieden-
stellende Ergebnisse liefern. 
F Fp= − T I  (5.24c) 
Die Parameter F  und F  in (5.24a), die innerhalb eines porösen Mediums auch von 
diesem abhängen, wären aus dem klassischen Darcyschen Versuch ohnehin nicht zu 
bestimmen. Dort liegt ein homogenes Geschwindigkeitsfeld vor und damit gilt F =D 0 , 
was wiederum eine Bestimmung der Parameter aus der Beziehung (5.24a) unmöglich 
macht. 
Das Auftreten eines Zähigkeitsparameters F  im Interaktionsterm der Bewegungs-
gleichung bleibt davon unberührt. Der Einfluss der Zähigkeit des Fluids auf das gegen-
seitige Durchdringen der Konstituierenden entsteht durch mikroskopische Effekte, vor 
allem dadurch, dass die Fluidteilchen sich um die Körner herumbewegen müssen. Die 
Geschwindigkeitsgradienten auf Mikroebene sind deshalb – mitunter im Gegensatz zu 
denen auf Makroebene – sicher verschieden von 0 . 
5.2.5 Wasser und Luft ohne Korngefüge 
In diesem Spezialfall ist in einem betrachteten Gebiet kein poröses Medium vorhanden, 
es existieren dort nur Luft und Wasser; es gilt 1n  . Derartige Zustände sind vor allem 
in der Verfahrenstechnik von Bedeutung (vgl. z.B. Brauer, 1971). Aber auch im Was-
serbau ergeben sich Anwendungen. Beyersdorf (1997) führt zum Beispiel die Erzeu-
gung von künstlichen Turbulenzen zur Eisfreihaltung sowie die Sauerstoffanreicherung 
in Belebungsbecken an. 
 
Die Beschreibung dieser Art von Zweiphasenströmungen ist äußerst kompliziert. Es 
existieren nicht einmal intuitive Gleichungen, die die Strömungsprozesse allgemein-
gültig beschreiben. Brauer (1971, S. 713) spricht im Zusammenhang mit solchen Strö-
mungen in Rohren von "... einer verwirrenden Vielfalt von Erscheinungen ..." Zu diesen 
Erscheinungen zählen unter anderem die Tropfen-, Blasen- und Schaumbildung. 
Gesetzmäßigkeiten für derartige Zweiphasenströmungen existieren nur für spezielle 
Anwendungsfälle wie horizontale/vertikale, aufwärts oder abwärts gerichtete Strömun-
gen (Brauer, 1971). Diese Gesetzmäßigkeiten sind noch weit davon entfernt, das me-
chanische Verhalten der Fluide und ihrer Wechselwirkung im Sinne der Theorie poröser 
Medien konstitutiv zu beschreiben. 
Beobachtungen zeigen, dass auch Schubspannungen zwischen den fluiden Phasen über-
tragen werden (Brauer, 1971, S. 719), so dass zwei Drücke nicht ausreichen, die Span-
nungszustände und damit auch die Bewegungszustände zutreffend zu beschreiben. 
 
Obwohl nun derartige Strömungen vom rein theoretischen Standpunkt her einen Spe-
zialfall der Strömung in porösen Medien darstellen, besitzt ihre theoretisch richtige Be-
schreibung für grundbauliche Fragestellungen in der Regel keine Relevanz. 
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Trotzdem können bei grundbaulichen Problemstellungen Zweiphasenströmungen in 
Böden in Beziehung zu entsprechenden Strömungen außerhalb des Bodens treten. Die 
Unterquerung eines Flusses mit einem unter Druckluft vorgetriebenen Tunnel zum Bei-
spiel bewirkt im Fluss ein Aufsteigen von Luftblasen (Gülzow, 1994). Auch bei der 
Versickerung von Wasser in einem Infiltrationsversuch kommunizieren Fluide 
innerhalb und außerhalb des Korngefüges miteinander. 
So kann der Ausschluss von Gebieten ohne Korngefüge aus dem Kontrollraum zu Pro-
blemen bei der Formulierung von Randbedingungen führen (Gülzow, 1994). Bei Ein-
beziehung dieser Gebiete können diese Probleme relativ einfach behoben werden. Um 
sie einzubeziehen sind entsprechende, angenäherte konstitutive Gleichungen aufzustel-
len. Die Auswertung der Bewegungsgleichungen liefert dann brauchbare Ergebnisse, 
wenn diese den ablaufenden physikalischen Prozess trotz ihrer Defizite so gut beschrei-
ben, dass die Auswirkung der Fehler auf den mit Korngefüge versehenen Kontrollraum 
gering ist. 
Zur Herleitung dieser vereinfachten konstitutiven Gleichungen greifen wir auf die 
Bewegungsgleichungen zurück. Die Bewegungsgleichung für das Korngefüge (4.4a) 
muss nun trivial erfüllt sein. Es gilt mit 0S   demnach: 
S T 0 , S s 0      sowie     SE T 0 , div o U 0  (5.25a-d) 
weiterhin mit (4.5): 
F G+ =s s 0  (5.26a) 
Das heißt, die Kraftwirkung der Fluide auf das (nicht vorhandenen) Korngefüge muss 
verschwinden – es gibt nur eine Wechselwirkung zwischen den Fluiden, die durch eine 
der beiden Ansätze (5.5) konstitutiv bestimmt ist. Aus diesen Ansätzen folgt mit (5.26a) 
auch: 
F0 G0+ =s s 0    sowie   FE GE+ =s s 0  (5.26b-c) 
Wenn die beiden Fluide sich in einem Schwerefeld aufhalten, trennen sie sich gemäß 
ihrer Dichten; das Wasser bewegt sich sehr schnell nach unten, die Luft nach oben. In 
den beiden Bewegungsgleichungen dominieren im Schwerefeld der Erde die Terme, 
welche die Schwerkraft repräsentieren – diese sind nicht einmal konstitutiv zu bestim-
men und stehen damit bereits a priori fest. 
Infolge der gegenseitigen Durchdringung der Fluide wird deren Relativgeschwindigkeit 
noch eine Rolle spielen, ebenso die Volumenanteile, die durch den Sättigungsgrad S  
festgelegt sind. Alle anderen Einflüsse sollten für geotechnische Fragestellungen ver-
nachlässigt werden. Für die Extra-Interaktionskraft der Fluide kann dann der folgende 
einfache Ansatz Verwendung finden: 
( ) ( ) ( )1FE GE F GS S f S= − = −  −   −s s x x  (5.27a) 
Er enthält eine zu bestimmende, stets positive und endliche Funktion ( )f S . 
 
Werden die Anteile der Spannungstensoren der beiden Fluide, die von hydrostatischen 
Spannungszuständen abweichen, vernachlässigt, sind die Spannungstensoren auch hier 
als Drücke anzugeben, so dass hier auch (5.7a) und (5.14a) gültig sind. 
Die Fluidmischung erscheint nun in der Form "Wassertropfen in der Luft" oder "Luft-
blasen im Wasser" – je nach Volumenanteil der beiden Fluide. Daraus schließen wir, 
dass die Realdrücke der beiden Phasen offensichtlich – je nach Sättigungsgrad – vonein-
ander verschieden sind. Da jedoch die Krümmungsradien im Vergleich zu denen der 
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Fluide innerhalb eines porösen Mediums riesig sind, können die Realdrücke der beiden 
Fluide als relativ ähnlich und für grundbauliche Zwecke als näherungsweise identisch 
betrachtet werden, d.h. FR GRp p= . Es gilt mit dem Boyle-Mariotteschen Gesetz dann 
näherungsweise: 
F GRp S RT=    (5.27b) 
( )1G GRp S RT=  −   (5.27c) 
gradF0 G0 GR RT S= − =  s s  (5.27d) 
Durch Einsetzen von (5.26) und (5.27) in die Bewegungsgleichungen (4.4) unter Einbe-
ziehung von (5.7a) und (5.14a) bestätigt sich, dass diese Ansätze zu identischen Real-
drücken in den Bewegungsgleichungen führen. 
 
Diese einfachen konstitutiven Gleichungen sollten nun in der Lage sein, in gewissem 
Rahmen das Verhalten der Fluide auch außerhalb des Korngefüges zu beschreiben. Sie 
werden ohne Zweifel nicht zu zufriedenstellenden Lösungen führen, wenn die Zähigkeit 
der Fluide eine wichtige Rolle spielt, wie das zum Beispiel bei der Entstehung von 
Oberflächenwellen in Gewässern oder der Überströmung von Deichen der Fall ist. 
Ebenfalls kann aus den Berechnungsergebnissen nicht auf die Bildung von Blasen, 
Tropfen oder Schäumen geschlossen werden. Hierzu müssten die Ansätze erweitert 
werden. 
5.3 Fluid-bremsende Mechanismen 
Bei der konkreten Formulierung von konstitutiven Gleichungen für die Spannungen und 
Interaktionskräfte der Fluide ist zunächst festzulegen, welche Effekte mit den Be-
wegungsgleichungen beschrieben werden sollen. 
Hierzu sollen die wirkenden Kräfte eingeteilt werden in solche, die auf die Fluidströ-
mungen eine antreibende Wirkung haben und solche, die auf sie eine bremsende Wir-
kung haben. Diese Trennung ist aus Sicht der theoretischen Mechanik sicherlich weder 
eindeutig noch notwendig, aus Sicht des Ingenieurs jedoch bei der Deutung einzelner 
Terme ohne Frage sehr hilfreich. 
 
Zur Betrachtung der bremsenden Kräfte der Zweiphasenströmung soll der Blick auf die 
bremsenden Kräfte bei der Einphasenströmung einen ersten Eindruck vermitteln. Bei 
einer Einphasenströmung wirken sich folgende Kräfte bremsend auf das strömende 
Fluid aus: 
− die Massenträgheitskraft k k x , die zur Beschleunigung von Fluidteil-
chen aufgewendet werden muss und der Bewegung entgegengesetzt 
wirkt. 
− die in der klassischen Bodenmechanik "Strömungskraft" genannte Kraft 
( kEs ); das ist dort die Kraft, die das Korngefüge auf das sich relativ zu 
ihm bewegende Fluid k  ausübt. 
5.3.1 Massenträgheitskräfte 
In der klassischen Bodenmechanik werden die Massenträgheitskräfte durch die Ver-
wendung des Darcyschen Gesetzes automatisch vernachlässigt. Begründet wird dieses 
Vorgehen mit der geringen Geschwindigkeit der Strömung. Für stationäre Problemstel-
lungen, wie zum Beispiel bei der Auswertung des Durchlässigkeitsversuchs mit kon-
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stantem hydraulischen Gefälle, ist diese Näherung exakt, da sich die Geschwindigkeit 
zeitlich nicht ändert. Auch bei der Beschreibung vieler instationärer Prozesse ist diese 
Näherung offenbar gutartig. Versagen muss sie allerdings da, wo dynamische Probleme 
beschrieben werden sollen; dort sind die Massenträgheitskräfte von entscheidender Be-
deutung. Zum Beispiel bei der Ausbreitung von Wellen im Boden kann das mechani-
sche Verhalten dominiert werden durch die Massenträgheitskräfte. 
Der entscheidende Grund, die Massenträgheitskräfte zu vernachlässigen, liegt nach mei-
ner Einschätzung nicht in deren Geringfügigkeit, sondern in der mathematischen 
Schwierigkeit, die ihre Berücksichtigung mit sich bringt. Die Bewegungsgleichung er-
hält dadurch eine zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit, welche eine zusätzliche An-
fangsbedingung erforderlich macht. Die Vernachlässigung der Massenträgheit ist jedoch 
für den überwiegenden Teil der grundbaulichen Aufgabenstellungen unproblematisch, 
da die entsprechenden Kräfte dort tatsächlich sehr klein sind. 
 
Bei zwei strömenden Fluiden in einem porösen Medium wirkt bei beiden Fluiden 
grundsätzlich die jeweilige Massenträgheitskraft, welche in den Bewegungsgleichungen 
(4.4b) und (4.4c) bereits erschöpfend berücksichtigt wird. Eine weitere Behandlung die-
ser Kräfte erübrigt sich deshalb. 
5.3.2 Durchdringungskräfte der Phasen 
Bei der Einphasenströmung werden die Kräfte, die ein isotropes poröses Medium auf 
das Fluid bei deren gegenseitigem Durchdringen ausüben, durch das Darcysche Gesetz 
als proportional und entgegengerichtet zum hydraulischen Gradienten i  eingeführt. Die 
Erweiterung auf die Zweiphasenströmung ist angesichts der unklaren Bedeutung des 
hydraulischen Gradienten in diesem Falle jedoch problematisch und muss grundlegend 
erarbeitet werden. 
An dieser Stelle soll zunächst vorausgesetzt werden, dass die Poren isotrop angeordnet 
sind, d.h. bei einer Durchströmung des porösen Mediums Boden mit Fluiden sind die 
Durchlässigkeitseigenschaften unabhängig von der Richtung. Für den Permeabilitäts-
tensor des porösen Mediums gilt dann an jeder Stelle K= K I  (vgl. z.B. Bear, 1972). 
Ebenso wie bei der Einphasenströmung entstehen beim Durchdringen von zwei Fluiden 
durch das Korngefüge Kräfte auf die beiden Fluide und das Korngefüge. Im Vergleich 
zur Einphasenströmung kommt dabei zur Kraftwirkung zwischen jeweiligem Fluid und 
Korngefüge noch die Kraft, welche die Fluide infolge ihres gegenseitigen Durchdrin-
gens aufeinander ausüben. 
Diese Kraftwirkungen werden auch bei der Zweiphasenströmung allesamt durch die von 
den Relativgeschwindigkeiten abhängenden Extra-Interaktionskräfte kEs  erfasst. Die 
Extra-Interaktionsterme werden dann zur Bestimmung der Interaktionsterme in den 
Bewegungsgleichungen ks  benötigt. 
Gemäß Ansatz (5.5) können Extra-Interaktionsterme zumindest von den verschiedenen 
Volumenanteilen, den Partialdichten sowie den Relativgeschwindigkeiten zwischen den 
Fluiden und dem Korngefüge abhängen. Der konstitutiven Gleichung für die Einphasen-
strömung ist bereits zu entnehmen, dass offenbar den Relativgeschwindigkeiten eine 
entscheidende Bedeutung zukommt. 
5.3.3 Ansatz für die Extra-Interaktionsterme 
Wie bei Raats (1969), Ehlers (1985) und Richwien/Perau/Golücke (1997) soll mit einem 
Ansatz gearbeitet werden, in dem die volumenbezogenen Interaktionskräfte jeweils aus 
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der Summe zweier Terme bestehen, welche analog zur Einphasenströmung wiederum 
linear von den Differenzgeschwindigkeiten der einzelnen Konstituierenden abhängen: 
( ) ( )FE FS F S FG F GR R= −  − −  −s x x x x  (5.28a) 
( ) ( )GE FG G F GS G SR R= −  − −  −s x x x x  (5.28b) 
Da nur die Extra-Interaktionsterme in den Bewegungsgleichungen von den Relativ-
geschwindigkeiten abhängen, kann für die Bewegungsgleichung des Korngefüges 
daraus mit (4.5) unmittelbar gefolgert werden: 
( ) ( )SE FS F S GS G SR R=  − +  −s x x x x  (5.28c) 
Motiviert ist dieser Ansatz durch folgende Überlegung: In der Interaktionskraft einer 
jeden Phase spielen die Relativgeschwindigkeiten dieser Phase zu den beiden anderen 
Phasen die entscheidende Rolle. So hängt die Interaktionskraft für das Korngefüge nach 
(5.28c) entscheidend von den beiden Relativgeschwindigkeiten der Fluide zum Korn-
gefüge ab. Nach diesem Ansatz werden beide Fluidströme also durch das Korngefüge 
(S) behindert, sofern sie sich relativ zu ihm bewegen. Ebenfalls bremsen sich gegen-
gerichtete Fluidströme. Bei gleichgerichteten Fluidströmen wird die langsamere ange-
trieben und die schnellere gebremst. Fluidströmungen im Boden werden demnach durch 
das Korngefüge sowie andere Fluidströme geschwindigkeitsproportional gedämpft. 
 
Abb. 5.2: Bewegungsrichtungen und Widerstandskräfte, die nach (5.28a) auf den 
Wasserstrom wirken 
Das physikalische Prinzip des Ansatzes nach (5.28) soll durch Abb. 5.2 verdeutlicht 
werden. In diesem Beispiel bewegt sich das Wasser (F) mit einer Relativgeschwindig-
keit von ( F S−x x ) zum Korngefüge, daraus entsteht auf das Wasser eine entgegenge-
setzt wirkende Widerstandskraft von ( )FS F SR  −x x . Die Luft (G) bewegt sich in glei-
cher Richtung mit einer höheren Relativgeschwindigkeit ( G S−x x ) zum Korngefüge (S). 
Die Relativgeschwindigkeit von Wasser und Luft ( F G−x x ) ist deswegen negativ; die 
Kraftwirkung vom Luftstrom auf den Wasserstrom ( )FG F GR  −x x  treibt diesen 
deswegen an. Die einzelnen Proportionalitätskonstanten ijR  sollen "Widerstandspara-
meter" genannt werden. Sie sind noch durch weitere konstitutive Gleichungen festzule-
gen. 
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Die explizit geforderte Abhängigkeit der Extra-Interaktionsterme von den beiden 
Differenzgeschwindigkeiten (Fluid zu Korngefüge) nach (5.2) wird in (5.28) nicht ver-
letzt, da die Differenz der beiden Fluidgeschwindigkeiten in (5.28) durch eine Differenz 
der beiden Differenzgeschwindigkeiten aus (5.2) ausgedrückt werden kann. 
Den direkten Weg, den der Abhängigkeit der Extra-Interaktionsterme von den beiden 
Differenzgeschwindigkeiten (Fluid-Korngefüge), begehen z.B. Chen (1995) oder Bluhm 
(1997). Dieser Ansatztyp lässt sich jedoch mit einigen Einschränkungen in den nach 
(5.28) überführen und ist physikalisch weniger anschaulich. 
5.3.4 Widerstandsparameter 
Die Widerstandsparameter ijR  in (5.28) sollen von den Volumenanteilen und den Real-
dichten beider Fluide abhängen. Die Formulierung der Interaktionskräfte bei der Ein-
phasenströmung nach (5.8b) und (5.15b) legt bereits nahe, auf die Abhängigkeit der 
Widerstandsparameter FSR , GSR  und FGR  von den Realdichten zu verzichten. Der An-
satz von Raats (1969), die Widerstandsparameter sogar als Konstanten einzuführen, 
wäre jedoch ohne Frage zu einschränkend. Die Einphasenströmung nach (5.8b) und 
(5.15b) ließe sich dann nur noch bei 0FGR   in den Ansatz einbeziehen. Als bevorzugte 
Variante verbleibt noch die Abhängigkeit der Widerstandsparameter vom Porenanteil n  
und vom Sättigungsgrad S  – diese Wahl liegt auch angesichts der klassischen 
Formulierung (1.9) nahe. Dort hängen die relativen Durchlässigkeiten vom Sättigungs-
grad ab. 
 
Um die Widerstandsparameter aus den beiden Spezialfällen Einphasenströmung pro-
blemlos in die Ansätze einbeziehen zu können, werden die Widerstandsparameter je-
weils angesetzt als in ein Produkt eines Vorfaktors, einer Funktion von S  (Resistivitäts-
funktion) und einer Funktion von n  (Resistivität): 
( ) ( )2 2FS F FSR n S f S R n=      (5.29a) 
( ) ( ) ( )22 1GS G GSR n S f S R n=  −     (5.29b) 
( ) ( ) ( )2 *1FG FGR n S S f S R n=   −    (5.29c) 
Der oben erwähnte Vorfaktor der Widerstandsparameter FSR  [Ns/m
4] und GSR  [Ns/m
4] 
besteht jeweils aus einem Produkt vom Quadrat des jeweiligen Porenvolumenanteils kn  
[1] und der dynamischen Zähigkeit k  [ Pa s ] des jeweiligen Fluids. Der Vorfaktor des 
Widerstandsparameters FGR  [Ns/m
4] besteht aus dem Produkt beider Volumenanteile. 
Die Funktion vom Porenanteil ist in einem Fall die Resistivität R  [ m−2 ] des Korngefü-
ges, d.h. der Kehrwert seiner Permeabilität K  [ m2 ], und damit unabhängig vom 
jeweiligen Fluid. Die Funktion ( )*R n , welche eine Art Resistivität der Fluide im 
Korngefüge untereinander beschreibt, besitzt die Einheit [ Pa s m / 2 ], ihr Wert hängt 
außer vom Porenanteil von der jeweiligen Kombination strömender Fluide ab. 
 
Während die Trennung von fluid- und korngefügespezifischen Eigenschaften nach 
(5.29a) und (5.29b) für die Einphasenströmung für praktische Zwecke ausreichend ge-
nau experimentell belegt wurde (Schoen, 1996), sind für eine bedeutungsgestützte Be-
schreibung von FGR  grundlegende Betrachtungen mit verschiedenen Kombinationen 
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von Fluiden erforderlich. Der Widerstandsparameter FGR  für die beiden Fluide kann 
von den Durchlässigkeitseigenschaften des Korngefüges, den Zähigkeiten der beiden 
Fluide sowie von ihrer Benetzungsfähigkeit abhängen. 
5.3.5 Resistivitätsfunktionen 
Für die Einphasenströmung stehen die einzelnen Terme für FSR , GSR  und FGR  bereits 
genau fest; vergleiche hierzu (5.8b) und (5.15b). Dabei ist der Tatsache Rechnung zu 
tragen, dass bei einer fehlenden Phase entsprechende Fluidgeschwindigkeiten nicht be-
stimmt sind und der zugehörige Widerstandsparameter deshalb zu null werden muss. 
Der Einfluss des Sättigungsgrades nach (5.29) muss jetzt noch so formuliert werden, 
dass die Funktionen ijf  – unabhängig von R  und 
*R  – jeweilige Widerstandsparameter 
so beeinflusst, dass die Rahmenbedingungen aus den Spezialfällen beinhaltet sind. 
Durch die in (5.59) angesetzten Funktionen ijf  lässt sich dieses Ziel realisieren: 
( )11 1 FS2FS FS1f S
S







= +  
−
 (5.30b) 
1FG FGf S= +   (5.30c) 
Darin sind i  Parameter, die für ein vorgegebenes Korngefüge zu bestimmen sind. Die 
Gleichungen zeigen, dass die Widerstandskräfte gegen die Strömung für ein Fluid 
rapide steigen können, wenn die Poren lokal nur wenig von diesem Fluid enthalten. 
 
Diese Funktionen nehmen hier den wesentlichen Anteil der Bedeutung ein, die in den 
klassischen Gleichungen nach der Idee von Buckingham den Reduktionsfunktionen relk  
zukommt. Sie berücksichtigen unter anderem, dass für die Strömung des einen Fluids 
nicht das volle, sondern nur ein eingeschränktes Porenvolumen zur Verfügung steht und 
vereinzelte Fluidtropfen sich offenbar ungern am Strömungsprozess beteiligen. 
Im Gegensatz zu den klassischen Funktionen wird beim Ansatz (5.29) die Kraftwirkung 
der strömenden Fluide aufeinander nicht vernachlässigt. Begründet wird die Vernach-
lässigung bei den klassischen Gleichungen gemeinhin mit der Geringfügigkeit der 
Diffusionskräfte (vgl. z.B. Bear, 1972). Bei diesen Kräften handelt es sich jedoch nicht 
um die molekularen Diffusionskräfte, sondern um Kräfte zwischen den Fluidströmen. 
(vgl. auch Perau/Richwien, 1998). Mit der Spezifikation * 0R =  kann diese 
Kraftwirkung – nun aber bewusst – unterdrückt werden und es entstehen den 
klassischen Verfahren entsprechende Gleichungen. 
5.3.6 Resistivitäten 
Die Resistivitäten R  und *R  eines Korngefüges nach dem Ansatz in (5.29) hängen – 
wie seine Permeabilität – zunächst von der Größenverteilung und der Form der 
einzelnen Körner ab. Über die Eigenschaften dieses "Kornhaufwerks" hinaus hängen 
die Resistivitäten auch von der Anordnung der Körner zueinander und der 
Lagerungsdichte und damit vom Porenanteil n  ab. Die wichtigste Größe zur 
Beschreibung der Porosität eines Korngefüges ist deshalb der volumetrische Porenanteil 





n . Für ein vorgegebenes Kornhaufwerk kann die Resistivität R , also der Kehrwert der 
Permeabilität, als Funktion des Porenanteils n  konstitutiv festgelegt werden. 
Bei gänzlich fehlendem Korngefüge müssen FSR  und GSR  und mit ihnen auch die ent-
sprechenden Widerstandskräfte verschwinden. ( )R n  muss also im Spezialfall 1n→  
null sein und für ein vorgegebenes Kornhaufwerk grundsätzlich bei steigendem 
Porenanteil fallen. Weil für jedes Kornhaufwerk nur ein vergleichsweiser kleiner 
Bereich von n  praktisch relevant ist, reicht ein einfacher Ansatz für ( )R n  ohne Frage 
aus (vgl. auch Taylor, 1948; Kézdi, 1969). Es wird hier die folgende, für 0 0R   und 
0R   streng monoton fallende Funktion angesetzt: 
( ) ( ) -0 1 RR n R n n =  −   (5.31) 
Die Funktion kann mit entsprechenden klassischen Durchlässigkeitsversuchen bei viel-
leicht drei verschiedenen Porenanteilen genau genug angenähert werden. 
                       0.00 0.50 1.00 
Abb. 5.3: Resistivität R  in Abhängigkeit vom Porenanteil n  
Für die aus der Kraftwirkung zwischen den Fluiden stammende Resistivität *R  besteht 
ein vergleichbarer Zusammenhang. Für diese Funktion kann derzeit noch nicht auf 
Ideen aus der Literatur zurückgegriffen werden. Im Unterschied zu (5.31) sollte diese 
Funktion für 1n =  nicht zu null werden, da dieser Widerstand bei fehlendem 
Korngefüge zwar klein – jedoch immer noch vorhanden ist (vgl. 5.27a). In einem ersten 
Ansatz kann *R  folgendermaßen formuliert werden: 
( ) - ** *0 RR n R n =   (5.32) 
Zu beachten ist weiterhin, dass die Einheit von *R  [ Pa s m / 2 ] eine andere ist als die 
von R  [m-2]. 
5.3.7 Extra-Interaktionskräfte 
Zusammenfassend folgt aus den verschiedenen Ansätzen (5.29) bis (5.32) für die 
Widerstandsparameter: 
( )( ) ( ) 1-01 1 RFS2FS F FS1R n S S S R n n  =    +  −   −   (5.33a) 
( ) ( ) ( ) 1-01 1 1 RGS2GS G GS1R n S S S R n n  =  −   − +    −   (5.33b) 
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( ) ( ) ( ) 1- **01 1 1 RFG FGR n S S S R n n =   −  +    −   (5.33c) 
Die Extra-Interaktionskräfte erhalten wir letztlich aus (5.28) mit (5.33). 
5.4 Fluid-antreibende Mechanismen 
Zur Formulierung von konstitutiven Gleichungen für die fluid-antreibenden Mechanis-
men ist zunächst festzulegen, welche Effekte hier mit den Bewegungsgleichungen be-
schrieben werden sollen. Der Blick auf die antreibenden Kräfte bei der Einphasen-
strömung soll dabei einen ersten Eindruck vermitteln. 
 
Bei der Einphasenströmung eines inkompressiblen Fluids wirken auf das Fluid antrei-
bend: 
− der Druckgradient grad kRp  
− die Gravitationskraft kR b  
Der "hydraulische Gradient i " im Strömungsgesetz nach Darcy beinhaltet genau diese 
beiden Komponenten. Die Tatsache der treibenden Wirkung dieser Kräfte drückt sich 
im Anwachsen der Filtergeschwindigkeit mit steigendem Gradienten aus. 
 
Bei der Strömung eines kompressiblen Fluids hängt der Druck von der Dichte ab, so 
dass auch der Gradient der Dichte als ein treibender Mechanismus der Fluidströmung zu 
sehen ist. 
 
Bei der Zweiphasenströmung kommen noch weitere Mechanismen hinzu. Die konstitu-
tiven Gleichungen für FT , GT , F0s  und G0s  sind so zu gestalten, dass all diese Effekte 
einbezogen werden. Zunächst werden deshalb die Phänomene geschildert, die zu be-
rücksichtigen sind, um dann die Konsequenzen für die konstitutiven Gleichungen zu 
erarbeiten. 
5.4.1 Phänomen "Kompressibilität der Luft" 
Die Luft als ein kompressibles Medium besitzt einen Spannungszustand, der von ihrer 
absoluten Temperatur und ihrer Dichte abhängt. Diese Eigenschaft der Luft soll auch 
innerhalb eines Korngefüges erhalten bleiben (vgl. z.B. Gülzow, 1994). Auch experi-
mentelle Untersuchungen belegen die Unveränderlichkeit dieser Abhängigkeit (Schoen, 
1996). 
Der Partialspannungstensor der Luft GT  ist nach (5.4b) konstitutiv festzulegen. Dieser 
hängt im Allgemeinen vom Geschwindigkeitsgradienten GD  ab. Bei Berücksichtigung 
dieser Abhängigkeit gelangt man zu Ansätzen nach Überlegungen von Hassaniza-
deh/Gray (1993). Derartige Ansätze bieten auf der einen Seite die Chance, viele Effekte 
zu berücksichtigen. Die dabei anfallende Menge an Parametern wird jedoch einer prak-
tischen Anwendung der hier aufgestellten Gleichungen ohne Frage im Wege stehen, so 
dass auf die Berücksichtigung dieser Abhängigkeit zunächst verzichtet wird. 
Auch die als konstant geführte Realdichte des Wassers kann als unveränderliche 
Feldvariable unberücksichtigt bleiben; es ergibt sich dann: 
( ), ,G G GRn S =T T  (5.34a) 
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Jetzt kann angenommen werden, dass GT  – wie in der Einphasenströmung – ein 
hydrostatischer Spannungstensor ist. GT  kann dann analog zu (5.7a) durch einen 
Partialdruck Gp  dargestellt werden; es gilt: 
( ), ,G G GRp n S = − T I  (5.34b) 
Die einfachstmögliche konstitutive Gleichung, die den Rahmenbedingungen (5.7), 
(5.16) und (5.20e) genügt, lautet nun als ein verallgemeinertes Boyle-Mariottesches 
Gesetz: 
( )1G GRp n S RT=   −   (5.34c) 
Darin besteht die Kompressibilität in der Abhängigkeit des Drucks von der Realdichte 
und der Temperatur. Die Einflüsse aus n  und S  stellen die Abhängigkeit des Partial-
drucks vom Volumenanteil der Luft dar. 
5.4.2 Phänomen "Inkompressibilität des Wassers" 
Das Wasser als ein vergleichbar inkompressibles Medium besitzt einen Spannungs-
zustand, der praktisch nicht von seiner Dichte und Temperatur abhängt. Diese Eigen-
schaft soll auch innerhalb eines Korngefüges erhalten bleiben. 
Der Partialspannungstensor des Wassers, FT  ist nach (5.4a) konstitutiv festzulegen. 
Analog zum zuvor behandelten Partialspannungstensor der Luft GT  soll hier der 
Geschwindigkeitsgradient FD  vernachlässigt werden. Auch hier kann die konstante 
Realdichte des Wassers als unveränderliche Feldvariable unberücksichtigt bleiben. Es 
verbleibt aus (5.4a): 
( ), ,F F GRn S =T T  (5.35a) 
Analog zur Luft erfolgt hier die Annahme, dass FT  ein hydrostatischer Spannungstensor 
ist; dann kann FT  wie in (5.14a) durch einen Partialdruck Fp  dargestellt werden. Es 
gilt: 
( ), ,F F GRp n S = − T I  (5.35b) 
Die Spannungstensoren für die beiden Fluide hängen nun also beide vom gleichen 
Variablensatz ab. Seltsam mutet zunächst die Tatsache an, dass sowohl Luft- als auch 
Wasserdruck von der Realdichte der Luft abhängen. Für den Luftdruck nach (5.34) ist 
die physikalische Bedeutung evident. Der Wasserdruck darf jedoch aufgrund der 
Inkompressibilität nicht von der Dichte des Wassers abhängen. Die Tatsache, dass er 
konstitutiv von der Dichte der Luft abhängt, drückt aus, dass sich im Korngefüge der 
Wasserdruck am Luftdruck in einer bestimmten Weise orientiert. 
Im Spezialfall, dass sich lokal im Korngefüge keine Luft befindet, ist GR  und damit 
auch Fp  unbestimmt. Genau das war die Forderung, die sich aus der Betrachtung des 
Spezialfalls nach (5.14b) ergeben hat. Die mathematische Unbestimmtheit des Drucks 
deckt sich also mit seiner physikalischen Unbestimmtheit. 
5.4.3 Phänomen "Kapillarität" 
Das zentrale, über die Einphasenströmung hinausgehende Phänomen, das wir bei der 
Zweiphasenströmung von nichtmischbaren Fluiden beobachten, ist die Kapillarität. 
74  E. Perau 
Diese entsteht bekanntlich durch die bevorzugte Benetzung der Kornoberflächen und 
engen Kornzwischenräume durch eines der beiden Fluide infolge dessen höherer Ober-
flächenspannung. Diese mikroskopischen Mechanismen detailliert zu beschreiben, ist 
nicht Gegenstand dieser Abhandlung, hier sei z.B. auf Schubert (1982) verwiesen. 
 
Die zugehörige Kraftwirkung, welche die beiden Fluide antreibt, besteht aus makrosko-
pischer Sicht in einer Bestrebung der Porenfluide, ihre Volumenanteile, also ihre Kon-
zentrationen zu verändern. Kapillarität ist aus makroskopischer, rein phänomenologi-
scher Sicht demnach eng mit der Diffusion verwandt – ohne dass damit etwas über die 
mikroskopischen Mechanismen gesagt wäre. Mit dieser Aussage wird auch keine 
Gesetzmäßigkeit, wie etwa die Gültigkeit des ersten Fickschen Gesetzes impliziert. Der 
Grad der Bestrebung, die Konzentration zu ändern, hängt sehr stark von der Geometrie 
der Poren im Korngefüge ab. Diese Geometrie wird beschrieben durch die Größe, Form 
und Verbundenheit der einzelnen Poren. 
 
In der klassischen bodenmechanischen und bodenkundlichen Literatur wird der Begriff 
"Kapillarität" gemeinhin erklärt mit Hilfe eines Experiments mit Kapillarröhrchen (vgl. 
Abb. 5.4), in denen das Wasser entgegen der Gravitation aufsteigt (vgl. z.B. Kézdi, 
1969). Die "Kapillarkraft" wirkt hier der Gravitationskraft entgegen. Eine flüchtige 
Interpretation des Experiments kann jedoch den falschen Eindruck erwecken, Kapillar-
kräfte seien den Gravitationskräften prinzipiell entgegen gerichtet. In dieser Weise cha-
rakterisieren zum Beispiel Scheffer/Schachtschabel (1992, S. 175) das 
"Kapillarpotenzial". 
                  
Abb. 5.4: Experiment mit Kapillarröhrchen (vgl. z.B. Kézdi, 1969) 
Kritisch betrachtet handelt es sich hier um ein sehr spezielles Experiment, das nur wenig 
von der Realität des Phänomens "Kapillarität in porösen Medien" verrät. Das Experi-
ment als Erklärungsmodell von "Kapillarität in porösen Medien" weist folgende ele-
mentare Defizite auf: 
− Durch die Gravitation bilden sich im System bevorzugte Richtungen aus 
("oben", "unten") – wohingegen "Kapillarität" auch in einem schwerelo-
sen Feld beobachtet werden kann. 
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− Das benetzende Fluid "Wasser" ist wesentlich schwerer als das 
nichtbenetzende Fluid "Luft"; deshalb kann nur das "Aufsteigen" des 
Wassers beobachtet und dann als "Kapillarität" gedeutet werden. 
− Wasser steht zu Beginn des Experiments "unten" an; da es sich bei 
Kapillarröhrchen nicht um ein poröses Medium handelt, ist dies auch 
nicht anders denkbar. 
− Durch die vertikale Richtung der Röhrchen und ihre fehlende 
Querverbindung ist eine Bewegung von Wasser senkrecht zur Gravita-
tionsrichtung (also horizontal) ausgeschlossen. 
 
Würde ein Experiment mit zwei Fluiden in einem porösen Medium unter Schwerelosig-
keit anstelle von zwei Fluiden in Kapillarröhrchen im Gravitationsfeld der Erde durch-
geführt, ergäbe sich ein sehr viel zutreffenderes Bild vom Phänomen der Kapillarität. Zu 
erkennen wären dann Konzentrationsänderungen der beiden Fluide Wasser und Luft in 
den Poren, wobei das System kein "oben und unten" kennt und damit keine bevorzugten 
Richtungen aufweist. Das Phänomen "Kapillarität" kann so ganz anders verstanden 
werden. 
 
Kapillarkräfte haben also nichts mit Gravitation zu tun. Allenthalben fällt uns als Be-
obachter, die an ein dominierendes, feststehendes Gravitationsfeld gewohnt sind, ein 
Teilaspekt des Phänomens besonders auf: bewegt sich doch erstaunlicherweise – entge-
gen der sonstigen Erfahrung – das "schwerere Fluid" (Wasser) manchmal entgegen-
gesetzt zur Gravitationsrichtung sowie das "leichtere Fluid" (Luft) in Richtung der Gra-
vitation. 
Die gedankliche Trennung der Phänomene "Gravitation" und "Kapillarität" ist hier von 
elementarer Bedeutung, da die Wirkung der Gravitation bereits in den Bewegungs-
gleichungen (4.4) vollständig beschrieben wird und keiner konstitutiven Gleichungen 
bedarf; im Gegenteil: Eine Abhängigkeit der konstitutiven Gleichungen von äußeren 
Kräften, wie den Gravitationskräften ist ausgeschlossen. Dahingegen müssen die Kräfte, 
welche das Phänomen "Kapillarität" verursachen, noch in die Bewegungsgleichungen 
integriert werden. 
 
Die vorhandenen Gleichungen zur Beschreibung des Phänomens Kapillarität (z.B. 
Mualem/van Genuchten) vollziehen diese Trennung nicht (Perau/Richwien, 1998) und 
stehen deshalb trotz ihrer Praktikabilität in Bezug auf spezielle Anwendungen dem phy-
sikalischen Verständnis im Wege. 
 
Um die Kapillarität makromechanisch zu verstehen, ist die Bearbeitung folgender Fra-
gestellung von großer Bedeutung: Was ist bei einem mit Wasser und Luft gefüllten 
Boden in der Schwerelosigkeit an Bewegungen der Fluide zu beobachten? 
Betrachten wir die Bewegung des Wassers: Bei geringer, örtlich jedoch veränderlicher 
Wassersättigung findet eine Wasserbewegung entgegen dem Gradienten der Wasser-
sättigung statt. Dieses ist der sogenannte "Benetzungsvorgang", d.h. die Wasserteilchen 
lagern sich an die Kontaktstellen der Körner an. Entsprechend wirkt hier bei makrosko-
pischer Betrachtungsweise eine Kraft entgegen dem Gradienten des Wassersättigungs-
grades, welche das Wasser bewegt und damit eine Konzentrationsangleichung bewirkt. 
Bei relativ hohem Wassersättigungsgrad wird ein ähnlicher – jedoch abgeschwächter – 
Effekt zu beobachten sein. Festzuhalten bleibt also, dass bei der Kapillarwirkung 
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sowohl der lokale Sättigungsgrad als auch der lokale Gradient dieses Sättigungsgrads 
eine wichtige Rolle spielen. 
 
Wie bereits festgestellt, spielt auch das Korngefüge eine wichtige Rolle bei der Kapilla-
rität. Um diese Rolle näher zu beschreiben, empfiehlt sich der Rückgriff auf den aus der 
klassischen Bodenmechanik bekannten Versuch zur Ermittlung der kapillaren Steighöhe 
(vgl. Abb. 5.5). Dieser Versuch zeigt, dass die Kapillarkräfte die Größenordnung der 
Gravitationskräfte problemlos übertreffen können. Wäre es nicht so, würde das Wasser 
nicht entgegen der Gravitationsrichtung aufsteigen! 
 
Abb. 5.5: Versuch "Kapillare Steighöhe" im Schwerefeld der Erde (Kézdi, 1969) 
mit Sättigungsgradverteilung und Gradienten des Sättigungsgrads 
Die aus dem Versuch ermittelte kapillare Steighöhe im Endzustand stellt aus Sicht eines 
Ingenieurs ein Maß für die Größe der Kapillarkräfte im thermodynamischen Gleich-
gewicht dar, welche mit den bodenunabhängigen Gravitationskräften im Gleichgewicht 
stehen. Eine große kapillare Steighöhe bedeutet also große Kapillarkräfte. Bekanntlich 
betragen die kapillaren Steighöhen von bindigen Böden durchaus einige Meter, die von 
nichtbindigen Böden nur einige Zentimeter. Die Größe der Poren spielt also hier eine 
dominierende Rolle. 
Bei nichtbindigen Böden hängt die kapillare Steighöhe von der Lagerungsdichte D  des 
Bodens ab. Daraus lässt sich folgern, dass die Kapillarkräfte mit zunehmenden Porenan-
teil n  stark abfallen. Für ein vorgegebenes Kornhaufwerk muss der Porenanteil n  dem-
nach in die konstitutiven Beziehungen nach (5.4) und (5.5) eingehen. 
5.4.4 Partialspannungen der Fluide 
Um zur Formulierung einer Gesetzmäßigkeit zu gelangen, soll auf die eingangs der 
Arbeit kritisierte klassische Saugspannungs-Sättigungskurve zurückgegriffen werden. 
Sie darf zwar nicht als eine physikalisch begründete Realität betrachtet werden, jedoch 
kann sie als Lieferant von Ideen dienen, weil sie die Ergebnisse einschlägiger Versuche 
interpretiert – wenn auch in einer defizitären Weise. 
Die klassischen Gleichungen zur Saugspannungs-Sättigungs-Kurve (vgl. z.B. 
Busch/Luckner/Tiemer, 1993) zeigen, dass offenbar eine Beziehung zwischen den Real-
drücken der beiden fluiden Phasen und dem Sättigungsgrad S  der Poren mit einem der 
Fluide (Wasser) besteht. Auf das wesentliche reduziert, wird dieser Zusammenhang 
klassisch so formuliert: 
( )GR FR cp p p S− =  (5.36a) 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 77 
Dabei hängt die Differenz der Realdrücke der beiden Fluide vom lokalen 
Sättigungsgrad S  ab. Auch die Gedanken von Buckley/Leverett (1942) und Bowen 
(1980) gehen in diese Richtung. 
Der Einfluss des Korngefüges drückt sich durch die Gestalt und Größenordnung der 
Funktion ( )cp S  aus. So sind für bindige Böden die Funktionswerte sowie deren Ablei-
tungen nach S  sehr groß – dieses entspricht einer starken Kapillarwirkung. 
Übertragen wir (5.36a) in eine Gleichung mit den hier verwendeten Feldvariablen und 
ergänzen die offensichtliche Abhängigkeit der Kapillarspannung vom Porenanteil n , 
der bei Buckley/Leverett (1942) und Bowen (1980) offenbar keine wichtige Rolle 
spielte, ergibt sich: 











Vergleichbar zu Richwien/Perau/Golücke (1997) folgt aus einfachen mathematischen 
Umformungen nun auch: 
( ) ( ) ( )1 , 1G F cS p S p p S n n S S − −  =    −  (5.36c) 
Diese Gleichung stellt einen Zusammenhang dar zwischen den beiden Partialdrücken 
der Fluide, dem Porenanteil und dem Sättigungsgrad. 
 
Mit Hilfe der konstitutiven Gleichung für den Luftdruck (5.34c) kann daraus das Prinzip 
einer konstitutiven Gleichung für den Partialdruck Fp  nach Ansatz (5.35b) hergeleitet 
werden. Aus (5.36c) entsteht mit (5.34c) und elementaren mathematischen Umformun-
gen: 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 1F GR cS p S n S RT p S n n S S−  =    −  −    −  (5.37a) 







p n S RT p S n n S
f S n
=    −    (5.37b) 
Die Funktion ( ),cf S n  ist darin noch konstitutiv zu bestimmen. Um die Rahmenbedin-
gungen gemäß (5.9), (5.14), (5.20d) und (5.27b) einzuhalten, sind an ( ),cf S n  folgende 
Anforderungen zu stellen: 
( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 1, 0, , 0 0, , 1 0c c c cf S n f S n f S n f S n= = = = = = = =  (5.38a-d) 
Es ist für cf  demnach eine Funktion zu finden, die von n  und S  abhängt und an ihren 
Rändern der Wertebereiche für n  und S  (jeweils 0 und 1) den Wert null annimmt. In 
einem ersten Ansatz kann die Funktion durch ein Produkt von zwei Funktionen darge-
stellt werden. Die erste Funktion hängt nur von n , die zweite nur von S  ab. 
( ) ( ) ( ),c cn cSf n S f n f S=   (5.39a) 
( ) ( ) -1 Fcncnf n n n n =  −   (5.39b) 
( ) ( ) ( )21 1cS FcS1 FcS2f S S S S S =  −  +  +   (5.39c) 
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Aus (5.37b) und (5.39) folgt für die Partialdrücke der Fluide: 
( )1G GRp n S RT=   −   (5.40a) 
( ),F GR cp n S RT f S n=    −  (5.40b) 
Es gilt für die Partialspannungstensoren der beiden Fluide (mit  ,k F G ) auch: 
k kp= − T I  (5.40c) 
Zu erwarten war, dass das klassische Konzept zur Beschreibung der Kapillarität zu 
hydrostatischen Spannungstensoren der Fluide führt. Für grundbauliche Zwecke wird 
ein Konzept auf dieser Basis nach meiner Auffassung immer ausreichen. Die Formulie-
rung von Spannungszuständen, die auch deviatorische Anteile besitzen und von den 
Geschwindigkeitsgradienten abhängen, stellt jedoch eine bedenkenswerte Erweiterung 
des Konzepts dar, um zum Beispiel etwa Hystereseeffekte zu berücksichtigen. 
5.5 Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge 
Wir unterscheiden gemäß Ansatz (5.4c) hier die äußere und die innere mechanische 
Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge. Zunächst zu der äußeren Wirkung. 
5.5.1 Bedeutung der äußeren Wirkung 
Die äußere Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge kann bei der Einphasen-
strömung im deformierbaren Korngefüge zum Beispiel als Auftrieb oder ein Aufbau 
von Porenwasserdruck infolge Zusammendrückung des Korngefüges bei der Konsoli-
dierung erscheinen. Diese Effekte werden bereits durch die klassischen Gleichungen 
(3.58), (3.61) erfasst. 
Die Verallgemeinerung auf Zweiphasenströmungen verlangt konstitutive Gleichungen 
für den Spannungstensor des Korngefüges und den entsprechenden Interaktionsterm der 
Bewegungsgleichung S0s . Im Einzelnen sind an dieser Stelle also die konstitutiven Glei-
chungen für F0s , G0s  und oU  zu formulieren. 
5.5.2 Interaktionsterme 
Die Interaktionsterme ks  bestehen nach (5.5) aus jeweils zwei Anteilen, von denen kEs  
bereits als fluid-bremsend identifiziert und konstitutiv bestimmt wurde. Der jeweilig 
andere Term k0s , der bei der Einphasenströmung die Auswirkung der räumlichen 
Veränderung des Porenanteils beschreibt, gilt es nun noch von der Einphasenströmung 
auf die Zweiphasenströmung zu verallgemeinern. 
Die Gleichungen (5.8a), (5.10a), (5.15a), (5.17a), (5.20b), (5.20c) und (5.27d) stellen 
die Rahmenbedingungen für die Spezialfälle dar. Da in diesen Gleichungen die 
Gradienten von S und n  dominieren und auch der Partialdruck des jeweiligen Fluids 
eingeht, soll folgender Ansatztyp gewählt werden: 
( ) ( )1 2, grad , gradF0 F f n S S f n S n= −  +   s T  (5.41a) 
( ) ( )3 4, grad , gradG0 G f n S S f n S n= −  +   s T  (5.41b) 
Die Partialspannungen der Fluide darin sind bereits konstitutiv festgelegt worden und 
können nun für (5.41) verwendet werden. Die Funktionen if  sind so zu wählen, dass die 
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 79 
zuvor zitierten Rahmenbedingungen eingehalten sind. Es ergeben sich daraus für if   fol-
gende Einschränkungen: 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4
1 1 1 1
1, , , 1 , 1, , , 0
1
f n S f n S f n S f n S
S n S n
= = = = = = − = =
−
(5.42a-d) 
Diese Einschränkungen sind für den Ansatz (5.41) nicht sehr restriktiv. Es besteht eine 
Vielzahl von möglichen Varianten zur konstitutiven Bestimmung der Funktionen. Die 
einfachste Variante davon besteht darin, die speziellen Funktionswerte nach (5.42) für 
die Funktionen zu verallgemeinern, so dass sie von nun an Konstanten sind. Es gilt 
dann: 
1 1
grad gradF0 F S n
S n
 = −  +   






 = − −  +  − 
s T  (5.43b) 
Mit FT  und GT  aus (5.40) folgt daraus nach elementaren mathematischen Umformun-
gen: 
   1 grad gradcF0 F GR
f
n S RT n S
n S n S
 = −   =  −     
s T  (5.44a) 
( ) ( ) ( )
1
grad 1 grad 1
1G0 G GR
n S RT n S
n S
= −   − =    −       −
s T  (5.44b) 
Damit sind die Interaktionsterme konstitutiv festgelegt. Es ergibt sich aus (5.44) nach 
(4.5) und (5.5) für den Interaktionsterm des Korngefüges: 










n S n S
n S n S
f




=   +   −    −
= −   +  

s s s
T T  (5.45) 
Die Ausführungen zeigen, dass in den Interaktionstermen nun nicht nur Kräfte enthalten 
sind, die einen örtlich veränderlichen Porenanteil enthalten, sondern auch örtlich verän-
derliche Sättigungsgrade. Bei Einphasenströmungen kennen wir derartige Kräfte natur-
gemäß nicht. 
5.5.3 Tensor der äußeren Wirkung 
Aus dem Ansatz (5.4c) folgt unter Einhaltung des Prinzips der Dimensionshomogenität, 
dass der Tensor der äußeren Wirkung oU  die Dimension einer Spannung haben muss. 
Aus den Gleichungen für die Spezialfälle (5.12), (5.19), (5.21), (5.23f) und (5.25d) er-
geben sich einige Rahmenbedingungen zur Festlegung von oU . Da bei diesen 
Spezialfällen n , S  sowie die Partialspannungstensoren der Fluide dominieren, soll fol-
gender Ansatztyp gewählt werden: 
( ) ( )5 6, ,o F Gf n S f n S=  + U T T  (5.46) 
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Die Partialspannungstensoren sind bereits konstitutiv festgelegt worden und können für 
(5.46) verwendet werden. Die Funktionen if  sind so zu wählen, dass die zuvor zitierten 
Rahmenbedingungen eingehalten sind. Es ergibt sich daraus für if : 
( ) ( )5 6
1 1
, 1 , , 0
n n
f n S f n S
n n
− −
= = = =  (5.47a-b) 
Diese Einschränkungen sind für den Ansatz (5.46) nicht sehr restriktiv. Es besteht eine 
Vielzahl von möglichen Varianten zur konstitutiven Bestimmung der Funktionen. Die 
einfachste Variante besteht darin, die speziellen Funktionswerte nach (5.47) für die 
Funktionen zu verallgemeinern, so dass sich der folgende einfache Ausdruck ergibt: 




=  +U T T  (5.48) 
Mit (5.40) folgt daraus nach elementaren mathematischen Umformungen: 






= − −  +  
 
U I  (5.49) 
Damit sind für die verschiedenen Terme, die die äußere Wirkung der Porenfluide auf 
das Korngefüge beschreiben, konstitutive Gleichungen gefunden. 
5.5.4 Bedeutung der inneren Wirkung 
Nun ist die innere Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge zu bestimmen. Die 
Zusammenhänge sind hier weitaus vielfältiger und komplexer als die bei der zuvor be-
handelten äußeren Wirkung. 
Zunächst soll die innere Wirkung anhand von bekannten Phänomenen identifiziert wer-
den. Da sich das beobachtete porenfluidbedingte mechanische Verhalten der meisten 
bindigen von dem der nichtbindigen Böden stark unterscheidet, sollen die jeweils rele-
vanten Phänomene zunächst separat behandelt werden. 
5.5.5 Phänomen "Kapillarkohäsion" 
Befinden sich im Korngefüge eines nichtbindigen Bodens die beiden nichtmischbaren 
Fluide Luft und Wasser, dann benetzt das Wasser die Körner und hält sich bevorzugt in 
den engen Porenwinkeln auf, so dass sich Trennflächen zwischen Wasser und Luft aus-
bilden. Die darin vorhandene Oberflächenspannung zieht die einzelnen Körner zusam-
men. Von außen wird diese Wirkung als eine allseitige innere Spannung empfunden, 
welche das Gefüge der Körner zusammenzieht und deshalb bei Anwendung entspre-
chender plastischer Stoffgesetze für das Korngefüge als eine Festigkeitszunahme 
empfunden wird. Diesen Effekt nennt man "Kapillarkohäsion". 
In der grundbaulichen Praxis wird die Kapillarkohäsion in der Regel nicht in Ansatz 
gebracht, da sie bekanntlich durch Austrocknung oder Durchnässung verloren gehen 
kann. Lassen sich entsprechend ungünstige Randbedingungen nicht vermeiden, so wird, 
auf der sicheren Seite liegend, die Kapillarkohäsion vernachlässigt. 
Ein anderer wichtiger Grund für derartige Vereinfachungen liegt jedoch auch in der Un-
klarheit des klassischen bodenmechanischen Modells zur Zweiphasenströmung im 
deformierbaren Korngefüge und ihrer Auswirkung auf das mechanische Verhalten des 
Korngefüges. Die vielfach praktizierte Beschreibung des Phänomens "Kapillar-
kohäsion" durch die Einführung eines Parameters, der "scheinbaren" Kohäsion, bein-
haltet bereits eine Inkonsistenz des physikalischen Modells. Die Einführung einer 
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porenfluidabhängigen Festigkeit impliziert nämlich die Beschränkung des Modells auf 
die Erfassung von Phänomenen zur Festigkeitsveränderung infolge der Porenfluide. Der 
Einfluss der Porenfluide auf elastische Formänderungen kann damit nicht berücksichtigt 
werden. Gerechtfertigt wird die Einführung der scheinbaren Kohäsion als Parameter 
offenbar nur dadurch, dass die Wirkung der Kapillarkohäsion bei großen Verformungen 
stark in Erscheinung tritt. Bei elastischen Formänderungen des Korngefüges nichtbindi-
ger Böden spielt die Kapillarkohäsion keine nennenswerte Rolle. Offensichtlich ist das 
Korngefüge hier relativ unempfindlich gegenüber der inneren Wirkung aus den Poren-
fluiden. Ein solches Stoffgesetz aber ist ohne Frage inkonsistent. 
Auch bei Anwendung von konsistenten physikalischen Modellen ist beim Ansatz der 
Kapillarkohäsion Vorsicht geboten, wenn etwa von einer lokal homogenen Verteilung 
der Fluide ausgegangen wird (wie z.B. bei Hochgürtel, 1998), da so die tatsächlich wir-
kende Kapillarkohäsion unter Umständen zu groß eingeschätzt wird. Das repräsentative 
Elementvolumen kann bei grundbaulichen Problemstellungen nämlich erheblich größer 
sein als das in kleinmaßstäblichen Laborversuchen zugrunde gelegte. Diese nicht uner-
hebliche Tatsache wirkt sich jedoch nicht vorrangig auf das konstitutive Modell aus, 
sondern auf die dazugehörigen Modellparameter. 
5.5.6 Phänomen "Schwellen und Schrumpfen" 
Das mechanische Verhalten von bindigen Böden nimmt in der Bodenmechanik einen 
hohen Stellenwert ein. Allein schon die vergleichsweise hohe Verformbarkeit dieser 
Böden macht eine genauere Bestimmung des Stoffverhaltens für die Bemessung von 
Grundbauwerken notwendig. 
Das mechanische Verhalten von bindigen Böden wird erheblich durch das bloße Vor-
handensein von Porenfluiden beeinflusst. Diese innere Wirkung ist bei bindigen Böden 
ungleich stärker als bei nichtbindigen Böden; ihre Beschreibung ist im Vergleich zu der 
bei nichtbindigen Böden äußerst komplex. So verwundert es nicht, dass zu diesem 
Thema in der Bodenmechanik eine enorme Menge an theoretischen, experimentellen 
sowie eher praktisch orientierten Arbeiten in die Fachliteratur eingegangen ist. Einen 
weitreichenden Überblick bieten hier Fredlund/Rahardjo (1993). 
 
Zum einen beobachten wir im mechanischen Verhalten von bindigen Böden eine Ab-
nahme der Scherfestigkeit bei zunehmendem Wassergehalt. Die Abnahme der Scher-
festigkeit kann zum Beispiel relevant werden für die Standsicherheit von Deichen, deren 
Böschungen durchfeuchtet werden. Der Effekt kann auf die mit der Zunahme des 
Wassergehalts verbundene Ausdehnung des Korngefüges zurückgeführt werden; er ist 
deshalb nur als Folgeeffekt einzustufen. 
Das primär zu beobachtende Phänomen ist die Tendenz der meisten bindigen Böden, 
unter Wasserzufuhr ihr Volumen nennenswert auszudehnen. Diese Volumendehnung, 
das Schwellen, ist die Folge einer inneren mechanischen Wirkung durch die 
Porenfluide, denn ohne die Existenz von Wasser ist diese Volumendehnung nicht 
denkbar. Und auch die Abgabe von Wasser – aus welchen Gründen auch immer – führt 
im Allgemeinen zu einer Volumenveränderung: dem Schrumpfen. 
Aus mikroskopischer Sicht entsteht das Schwellen durch ein Bestreben der Tonmine-
rale, an ihren großen spezifischen Oberflächen Wassermoleküle anzulagern. Durch 
diese Anlagerung gehen die einzelnen Tonminerale dann auf Distanz. Das Bestreben, 
weitere Wassermoleküle anzulagern, bleibt offenbar zunächst erhalten. Der Vorgang 
endet, wenn: 
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− die Tonminerale soweit von Wassermolekülen umlagert sind, dass ihre 
Anziehungswirkung auf neue Wassermoleküle aufgrund deren Entfer-
nung zu den Tonmineralen entscheidend abnimmt, 
− das Korngefüge selber noch eine so hohe Steifigkeit besitzt, dass es sich 
nicht weiter auseinanderdrängen lässt, 
− kein Wasserangebot mehr vorliegt, 
− die Ausdehnung durch physikalische Randbedingungen verhindert wird. 
 
Beim Schrumpfen gehen Wassermoleküle infolge Verdunstung an der Oberfläche verlo-
ren. Die Distanz zwischen den Tonmineralen kann dadurch wieder geringer werden. Bei 
weiterem Wasserverlust kann ein dem Schwellen entgegengesetzt verlaufender Prozess 
entstehen. Schwindrisse entstehen, wenn die Festigkeit des Korngefüges durch die Ten-
denz zur Volumenverminderung überschritten wird. 
Bei behinderter Volumendehnung lässt sich beobachten, wie sich durch Wasserzufuhr 
ein Schwelldruck aufbaut. Dieser Schwelldruck kann als Ursache für eine Volumen-
dehnung gedeutet werden. In welchem Maße sich das Korngefüge tatsächlich dehnt, 
hängt dann von den Randbedingungen und den mechanischen Eigenschaften des Korn-
gefüges selber ab. 
Experimente von Matyas/Radhakrishna (1968) zeigten, dass manche bindige Böden un-
ter relativ hoher Spannung bei Wasserzufuhr anstatt zu Schwellen, ihr Volumen verrin-
gern. Dieses Phänomen tritt zum Beispiel auf, wenn die einzelnen Feststoffpartikel 
ursprünglich in einer Art Kartenhausstruktur angeordnet sind. Der zunehmende Wasser-
gehalt lässt diese Struktur bei hohen Spannungen kollabieren. 
5.5.7 Klassische Ansätze für eine innere Wirkung 
Bei der Aufstellung von konstitutiven Gleichungen für die innere mechanische Wirkung 
bietet sich an, zunächst auf klassische Ideen und Ansätze zurückzugreifen. 
Es liegt dabei nahe, Erweiterungen des klassischen Terzaghischen Ansatzes der wirksa-
men Spannungen zu verarbeiten. Der am weitesten verbreitete Ansatz ist der von 
Bishop (Bishop/Blight, 1963). Er lautet: 
( ) ( )a a wu S u u   = − +  −  (5.50) 
Darin sind au  und wu  Luft- und Wasserdruck in klassischer Bedeutung.   ist eine 
Funktion vom Sättigungsgrad, die für den Sättigungsgrad 0 den Wert 0 und für 1 den 
Wert 1 besitzt. In Bishops Gleichung ist dadurch die Terzaghische Gleichung als 
Spezialfall enthalten. 
Die in Bishops Ansatz enthaltene Differenz der beiden realen Fluiddrücke ( )a wu u−  
stellt in der klassischen Bodenmechanik die "Kapillarspannung" cp  nach (1.8) dar. Die 
Kapillarspannung ist wie   eine Funktion der Wassersättigung und wird in der 
aktuellen Literatur (z.B. Hochgürtel, 1998) am häufigsten nach Mualem (1976) und van 
Genuchten (1980) angesetzt. Bei atmosphärischem Luftdruck ( 0)au =  entsteht aus 
(5.50): 
( ) ( )cS p S   = +   (5.51) 
Das Produkt cp   ist für ein vorgegebenes poröses Medium ausschließlich eine Funk-
tion des Sättigungsgrads S . Ein der Gleichung (5.51) vergleichbarer Ansatz wurde be-
reits von Gudehus (1995, S. 727) formuliert. Die Funktion cp   nimmt für die Sätti-
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gungsgrade 0S =  und 1S =  jeweils den Wert 0 an und hat ein parabelförmiges 
Aussehen. Auch hat Gudehus (1995) bereits die Abhängigkeit dieser Funktion vom 
Porenanteil festgestellt, wenn die innere Wirkung nicht für ein vorgegebenes 
unveränderliches Korngefüge, sondern auch für ein Korngefüge mit veränderlichem 
Porenanteil beschrieben werden soll. Aus diesen Überlegungen lässt sich die Bedeutung 
der Feldvariablen n  und S  für die Kapillarkohäsion erkennen. 
In der Literatur stößt man häufig auf die angeblich experimentell ermittelte Verschie-
denheit von Funktionen für ( )S  aus (5.50) für ein und denselben Boden, je nachdem 
ob ein Spannungs-Verformungs-Problem oder ein Festigkeitsproblem vorliegt (vgl. z.B. 
Fredlund/Rahardjo, 1993, S. 40ff). Zurecht wird diese Fallunterscheidung vom theoreti-
schen Standpunkt her kritisiert, weil bei einem derartigen "Modell" nicht einmal klar ist, 
wo dann die Übergangsstelle von einem "Spannungs-Verformungs-Problem" zu einem 
"Festigkeitsproblem" ist (Lade/de Boer, 1997, S. 63). Ein konsistentes Modell darf nicht 
derartige Unstetigkeitsstellen beinhalten. 
Die in Experimenten beobachtete Unterschiedlichkeit der Ansätze für Spannungs-Ver-
formungs-Probleme und Festigkeitsprobleme liegt offenkundig an der stark unter-
schiedlichen Entwicklung von Porenanteil und Sättigungsgrad bei entsprechenden Ver-
suchen. Versuche, bei denen das Stoffverhalten des Korngefüges unter Teilsättigung 
untersucht wird, sind ohne Deformationen desselben und damit auch einer Veränderung 
seines Porenanteils nicht denkbar. 
 
Das Schwellverhalten eines bindigen Bodens ist weitaus schwieriger zu beschreiben. So 
verwundert es nicht, dass die dazugehörige Schar von Stoffgesetzen schon hinsichtlich 
der verwendeten Variablen sehr unübersichtlich ist. Delage/Graham (1996) und 
Wheeler/Karube (1996) unternehmen den Versuch, einheitliche Begriffe und Symbole 
sowie Standards für diese Stoffgesetze festzuschreiben. Als Zustandsvariablen, über die 
die mechanischen Zusammenhänge zum Schwellverhalten formuliert werden sollten, 
bezeichnen Delage/Graham (1996) sowie Wheeler/Karube (1996): 
− die "Netto-Spannungen" au − , die Differenz von totalen Spannungen 
nach Terzaghi und dem Luftdruck 
− die "Kapillarspannung" a wu u−  (Differenz aus Luft- und Wasserdruck) 
− die Porenzahl e  
− der Sättigungsgrad S  
Ansätze über eine Spannungstransformation wie nach Gleichung (5.51) werden von 
Matyas/Radhakrishna (1968) und Wheeler/Karube (1996) übereinstimmend als eindeu-
tig nicht ausreichend befunden, um das Formänderungsverhalten von teilgesättigten 
bindigen Böden zutreffend zu beschreiben. Solche Ansätze bleiben deshalb der 
Beschreibung von nichtbindigen Böden vorbehalten. 
Ein durch Experimente von Matyas/Radhakrishna (1968) ermittelter, charakteristischer 
Zusammenhang zwischen den Zustandsvariablen ist in Abb. 5.6 skizziert. 
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Abb. 5.6: Formänderungsverhalten – Zusammenhänge der Zustandsvariabeln  
nach Matyas/Radhakrishna (1968) aus Wheeler/Karube (1996) 
Im linken Teil der Abb. 5.6 erkennt man, dass eine abnehmende Kapillarspannung, das 
ist gleichbedeutend mit einem zunehmenden Sättigungsgrad (vgl. Abb. 5.6 rechts), bei 
geringer Netto-Spannung mit einer Volumenzunahme (A-A') verbunden ist, bei größerer 
Netto-Spannung umgekehrt mit einer Volumenabnahme (B-B'). Wheeler/Karube (1996) 
führen mehrere Ansätze für derartige Beziehungen an. Durch die Gewundenheit der 
Zustandsfläche im linken Teil der Abbildung ist das entsprechende Stoffverhalten nur 
sehr schwer mit konstitutiven Gleichungen zu fassen – zumindest, wenn man die 
Zustandsvariablen beibehält. 
5.5.8 Konstitutive Gleichungen für die innere Wirkung 
Der schwierigste Punkt bei der Gewinnung von konstitutiven Gleichungen für die 
innere mechanische Wirkung der Porenfluide ist die Entscheidung für das richtige 
Konzept. 
Die Größen, die hier einzubeziehen sind, ergeben sich aus der Aufzählung der 
Zustandsvariablen von Delage/Graham (1996) und Wheeler/Karube (1996), die im 
vorangegangenen Abschnitt präsentiert wurde. Die Spannungen des Korngefüges wer-
den dort in Zusammenhang mit dem Porenanteil ( )n  und dem Sättigungsgrad ( )S  ge-
bracht. Die angeführte Kapillarspannung lässt sich – wie bereits zuvor gezeigt – eben-
falls als Funktion dieser beiden Variablen darstellen und entfällt somit als eigenständige 
Größe. 
Der Ansatz (5.4f) enthält diese beiden konstitutiven Variablen n  und S , lässt aber an-
sonsten noch einen weiten Spielraum. Die innere Wirkung der Porenfluide und das 
mechanische Verhalten des Korngefüges werden im allgemeinsten Fall beide gemein-
sam durch eine Funktion Sf  definiert. Es gilt also gleichlautend mit (5.4f): 
( ), , , ,S SE S S n S =f T C D 0  (5.52) 
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Dieser Ansatz bedeutet, dass die innere Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge in 
einer fast beliebigen Weise mit dem eigentlichen mechanischen Verhalten des Korn-
gefüges in Beziehung treten kann. Es kann demnach sein, dass beide Effekte so eng mit-
einander verbunden sind, dass sie sich nicht durch separate konstitutive Gleichungen 
erfassen lassen. Diese Art konstitutiver Beziehung zu wählen, hieße, den Ansatz (5.4f) 
an dieser Stelle nicht weiter spezifizieren zu können. Es käme dann darauf an, das Ver-
halten eines konkreten Korngefüges mit seinen Fluiden experimentell zu beobachten 
und die entsprechenden konstitutiven Gleichungen aufzustellen. Die Hauptschwierigkeit 
derartiger, allgemeiner Ansätze besteht darin, dass je nach Volumenanteil der beiden 
Fluide, beziehungsweise je nach n  und S , auch das mechanische Verhalten des Korn-
gefüges vollständig andersartig sein kann. „Andersartig“ soll das mechanische Verhal-
ten dann heißen, wenn der Einfluss von n  und S , also die innere Wirkung der Poren-
fluide, nicht ausschließlich über Parameter des mechanischen Verhaltens des Korngefü-
ges beschrieben werden kann. 
 
Bei einer Untergruppe dieser allgemeinen Art konstitutiver Beziehungen nach (5.4f) ist 
es möglich, zunächst die konstitutive Beziehung für das Korngefüge selber aufzustellen; 
also das mechanische Verhalten des Korngefüges mit nur einem Porenfluid konstitutiv 
festzulegen. Danach werden die Parameter dieser konstitutiven Beziehung variiert, so 
dass über sie allein die innere Wirkung der Porenfluide formuliert wird. Zum Beispiel 
hinge dann ein Elastizitätsmodul des Korngefüges zusätzlich vom Porenanteil und dem 
Sättigungsgrad ab. Dieses "Prinzip der Parametervariation", auf das auch die Überle-
gungen von Matyas/Radhakrishna (1968, S. 435) sowie Wheeler/Karube (1996, 
S. 1333) letztlich zielen, besitzt den Vorzug, das mechanische Verhalten eines mit 
Porenfluiden gefüllten Korngefüges mit einem einzigen, unveränderlichen Stoffgesetz 
beschreiben zu können. Lediglich die Stoffparameter des Korngefüges hängen von 
Porenanteil und Sättigungsgrad ab und beschreiben so die innere Wirkung der Poren-
fluide. Formal soll das ausgedrückt werden durch einen Stern (  *  ) an dem Funktions-
symbol bzw. den Parametern, die von n  und S  abhängig sein sollen. Der aus (5.4f) 
direkt entwickelte Ansatz lautet dann: 
( )* , ,S SE S S =f T C D 0  (5.53) 
In konkreten Ansätzen für *Sf  sind alle Materialparameter 
*
i  in Bezug auf n  und S  
variabel zu halten, das heißt *( , )i i n S = . 
 
Eine weitere Möglichkeit von konstitutiven Gleichungen kann aus den zuvor vorge-
stellten, klassischen Ansätzen zur Beschreibung der Kapillarkohäsion nach dem Prinzip 
von Bishop bzw. Gudehus (1995) hergeleitet werden. Dabei fällt auf, dass um die innere 
Wirkung zu beschreiben, offenbar die Normalspannungen des Korngefüges manipuliert 
werden können; das wird zum Beispiel in (5.51) deutlich. Dieses "Prinzip der Span-
nungstransformation" kann folgendermaßen formuliert werden: 
( ),= + SW SE iu n ST T I  (5.54) 
Auf Grundlage dieses Prinzips würde eine Spannung SWT  eingeführt, die zu den Extra-
Spannungen SET  noch einen hydrostatischen Spannungszustand addierte, welcher die 
innere Wirkung der Porenfluide auf den Spannungszustand berücksichtigte. Für die ein-
gangs des Kapitels behandelten Einphasenströmungen und anderen Spezialfälle ver-
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schwände diese Wirkung, so dass dort 0iu  gelten würde. Bei 0iu  ließe sich dieser 
als ein Schwelldruck verstehen, der eine Wirkung mit sprengender Tendenz auf das 
Korngefüge hätte. Bei 0iu  ließe er sich als eine allseitig wirkende innere Saugspan-
nung deuten, der das Korngefüge zusammenzöge. Im Unterschied zu den Extra-Span-
nungen SET  könnte SWT  dann auch im Falle der Zweiphasenströmung als eine "wirk-
same Spannung des Korngefüges" gedeutet werden. Die zugehörige konstitutive Glei-
chung für das mechanische Verhalten des Korngefüges lautete damit: 
( ), ,S SW S S =f T C D 0  (5.55) 
Die innere mechanische Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge würde dann nach 
dem Prinzip der Spannungstransformation durch den Ansatz (5.55) sowie eine konstitu-
tive Gleichung für iu  bestimmt. Da die innere Wirkung bei den Spezialfällen "fehlendes 
Korngefüge", "fehlende Fluide" genauso verloren geht wie bei den beiden Spezialfällen 
"Einphasenströmung", müsste für alle diese Sonderfälle 0iu   als Rahmenbedingung 
angesetzt werden. 
Dieses Prinzip erscheint zunächst sehr plausibel, wird deshalb auch vergleichsweise 
häufig angewandt (vgl. z.B. Hochgürtel, 1998). Ein entscheidender Nachteil ist jedoch, 
dass sich offenbar das Formänderungsverhalten bindiger Böden damit nicht zutreffend 
beschreiben lässt. Auch anisotrope Materialeigenschaften lassen sich nur sehr einge-
schränkt mit diesem Prinzip der Spannungstransformation beschreiben, so dass mög-
lichst gar nicht darauf zurückgegriffen werden sollte. 
 
Die Entscheidung für das beste Konzept zur Beschreibung der inneren Wirkung kann 
demnach nur zugunsten des relativ flexiblen Prinzips der Parametervariation (5.53) 
fallen. 
5.6 Mechanisches Verhalten des Korngefüges 
Eine konstitutive Gleichung für den Tensor der Extra-Spannungen des Korngefüges, 
SET  ist nun festzulegen. Diese muss nach dem Prinzip der Parametervariation (5.53) von 
folgender Gestalt sein: 
( )* , ,S SE S S =f T C D 0  (5.56) 
Bereits bei dem grundlegenden Ansatz (5.4c) wurde gefordert, dass es sich hier um eine 
symmetrische Tensorgleichung handeln muss, so dass sie aus sechs skalarwertigen Glei-
chungen besteht. Hier hängen nun alle Funktionsparameter grundsätzlich noch von n  
und S  ab. Damit die Übersichtlichkeit bewahrt bleibt und eine Konzentration auf das 
mechanische Verhalten des Korngefüges selber möglich ist, wird diese Abhängigkeit 
nicht ausgeschrieben, sondern weiterhin durch den Stern   *   symbolisiert; z.B. steht 
anstelle einer Kohäsion c  dann *c . Dies bedeutet dann: ( )* * ,c c n S= . 
Jetzt enthält (5.56) formal keine Wirkung aus Porenfluiden mehr. Diese Gleichung hat 
die Form einer konstitutiven Gleichung für ST , wie sie für den Spannungstensor eines 
Einkomponentenkontinuums verwendet wird. Wir können hier deshalb auf bekannte 
Stoffgesetze zurückgreifen und diese werden damit in die Beschreibung eines Drei-
phasenmodells einbezogen. Wenn in diesem Kapitel im Weiteren vom Spannungs-
zustand die Rede sein wird, so sind also stets die Extra-Spannungen des Korngefüges 
SET  gemeint. 
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Exemplarisch soll hier nun eine Auswahl von Stoffgesetzen in der Schreibweise der 
rationalen Mechanik angeführt werden. Das Hauptaugenmerk liegt auf solchen Stoffge-
setzen, wie sie für grundbauliche und bodenmechanische Aufgabenstellungen von be-
sonderer Relevanz sind. Die Einführung neuer Stoffgesetze ist hier nicht beabsichtigt. 
5.6.1 Starrheit 
Die Art von Stoffverhalten, die sich formal am einfachsten beschreiben lässt, ist die 
Starrheit. Das heißt, das Material ist nicht verformbar. Für den rechten Cauchy-Green-
schen Verzerrungstensor gilt (Truesdell/Noll, 1992, S. 73): 
S =C I  (5.57a) 
Unter der Annahme, dass darüber hinaus das Korngefüge als Ganzes auch nicht ver-
schieblich ist, was für grundbauliche Fragestellungen wohl immer der Fall ist, gilt nach 
Truesdell/Noll (1992) auch: 
S =F I  (5.57b) 
In diesem Fall ist der Spannungszustand des Korngefüges jedoch nicht konstitutiv be-
stimmt. Auch die innere mechanische Wirkung der Porenfluide ist damit ohne Bedeu-
tung. Die Beschreibung der Fluidströmungen in den Poren vereinfacht sich dadurch 
jedoch erheblich. Dieses Modell bildet deshalb die wichtigste Grundlage vieler 
Strömungsberechnungen in Grundbau und Bodenmechanik. Die für die Strömung der 
Fluide wichtigen Parameter, wie zum Beispiel Porenanteil und Durchlässigkeit, bleiben 
zeitlich konstant. Spielt die Verformung des Korngefüges eine wichtige Rolle, wie zum 
Beispiel bei Konsolidierungsprozessen, so muss ein anderer Ansatz gewählt werden. 
5.6.2 Elastizität 
Die Abhängigkeit des Spannungstensors ausschließlich von den Verzerrungen des 
Korngefüges ist gleichbedeutend mit elastischem Stoffverhalten. Dieses ist hier jedoch 
keinesfalls auf lineare Elastizität oder geometrische Linearität (kleine Verformungen) 
beschränkt. Derartige konstitutive Beziehungen sind die einfachstmöglichen vom diffe-
rentiellen Typ nach (2.25). 
Stoffgesetze für ein isotropes elastisches Korngefüge werden durch folgenden Typ kon-
stitutiver Beziehung dargestellt (Truesdell/Noll, 1992, S. 119f, S. 139): 
( )*SE S1 S=T f C  (5.58) 
Das heißt, die wirksamen Spannungen hängen in expliziter Weise allein von den Ver-
zerrungen des Korngefüges ab – hier handelt es sich deshalb um eine "Spannungs-Deh-
nungs-Beziehung". 
Existiert eine skalare Funktion ( )*S S C , durch die *S1f  mittels Ableitung nach SC  be-
schrieben werden kann, handelt es sich um ein hyperelastisches Stoffgesetz 
(Truesdell/Noll, 1992, S. 302, S. 309). Durch eine derartige, skalarwertige Funktion ist 
das Stoffverhalten dann ebenfalls wie durch (5.58) bestimmt – hyperelastisches Stoff-
verhalten ist deshalb ein Spezialfall elastischen Stoffverhaltens. Es gilt nach 
Truesdell/Noll (1992, S. 301f): 
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( ) ( ) * T2*S1 S S S S S S
S
 =  

f C F C F
C
 (5.59) 
Für einen konkreten Fall, den der linearen Elastizität, wird der Lagrangesche Verzer-
rungstensor SE  eingeführt: 
 1
2S S
=  −E C I        mit       TS S S=C F F  (5.60a) 
Durch elementare mathematische Umformungen ergibt sich mit den Rechenregeln aus 
de Boer (1982) daraus: 
( ) ( ) ( ) ( ) T T1
2S S S S S
=  − − + − + −E F I F I F I F I  (5.60b) 
Für kleine Verformungen, wie sie in grundbaulichen Fragestellungen in der Regel aus-
schließlich auftreten, genügt eine Linearisierung des Verzerrungstensors SE . Da die 
Elemente des Tensors ( )S −F I  von kleiner Größenordnung sind, kann das Tensor-
produkt in (5.60b) gegenüber den linearen Termen vernachlässigt werden und es ver-
bleibt als linearisierter Verzerrungstensor: 
( ) ( ) T1
2
lin
S S S=  − + −E F I F I  (5.61a) 
Durch einfache mathematische Umformungen ergibt sich daraus die aus der klassischen 
Mechanik bekannte Gleichung 1ij i,j j,i2 ( )




S S S=  + −E F F I  (5.61b) 
Die Gleichung zur konstitutiven Beziehung für die Spannung eines elastischen Mate-
rials (5.58) kann also bei Beschränkung auf kleine Verformungen durch folgende 
linearisierte Version ersetzt werden: 
( )* linSE S2 S=T f E  (5.62) 
Für ein isotropes Material führen Truesdell/Noll (1992, S. 117) als eine spezielle Funk-
tion *S2f  das bekannte Gesetz von Cauchy an: 
( )* *2 tracelin linSE S S =   +  T E E I  (5.63) 
Es zeigt die lineare Abhängigkeit der Komponenten des Spannungstensors von den 
Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors. Die beiden Materialparameter *  
und *  sind die Lamé-Konstanten, welche sich mit allgemein bekannten Gleichungen 
(5.64) auf die dem Ingenieur zumeist besser bekannten Parameter E-Modul, Schub-
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+  − 
 (5.64a) (5.64b) 
Statt mit (5.63) lässt sich das linearisierte, hyperelastische Stoffverhalten gleichwertig 
auch durch Angabe einer skalaren Funktion beschreiben. Es gilt dann: 
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Obwohl das Korngefüge des Bodens kaum als rein elastisch, geschweige denn als linear 
elastisch, bezeichnet werden kann, ist das als linear elastisch modellierte Stoffverhalten 
des Korngefüges in der Bodenmechanik weit verbreitet. Auch heute noch werden Kon-
solidierungsprozesse auf Basis von Terzaghis Ansatz (Terzaghi, 1923) beschrieben; 
dieser beruht bekanntlich auf geometrischer und physikalischer Linearität. 
Während das geometrisch nichtlineare Verhalten vom Boden für den Grundbau-
ingenieur zumeist von geringem Interesse ist, besitzt sein physikalisch nichtlineares 
Verhalten große Relevanz. Die Erhöhung der Steifigkeit des Bodens infolge Zusam-
mendrückung, zum Beispiel aus geostatischer Auflast, ist nur ein Beispiel dafür. Den-
noch werden physikalisch nichtlineare Ansätze, wie zum Beispiel der Ansatz von 
Simo/Pister (1984) (dazu siehe auch Ehlers, 1989), in der Bodenmechanik bisher ver-
gleichsweise selten verwendet. 
 
Weitere Stoffgesetze, die rein elastisches Verhalten beschreiben, sollen an dieser Stelle 
nicht behandelt werden, da sie für grundbauliche Aufgabenstellungen nicht von vorran-
gigem Interesse sind – wesentlich interessanter sind hier Kombinationen von elastischen 
mit viskosen oder plastischen Effekten. 
5.6.3 Viskoelastizität 
Die nächsthöhere Stufe von Stoffgesetzen des differentiellen Typs nach (2.25) ist das 
viskoelastische Stoffverhalten. Aus den Ausführungen von Truesdell/Noll (1992, S. 
113) lässt sich als grundlegender Typ viskoelastischen Stoffverhaltens folgende Funk-
tionsbeziehung für den Spannungstensor des Korngefüges herleiten: 
( ),*SE S3 S S=T f C D  (5.66) 
Die aktuellen Spannungen des Korngefüges ergeben sich explizit aus seinen aktuellen 
Dehnungen und den symmetrischen Anteilen seines aktuellen Geschwindigkeits-
gradienten. Derartige Stoffgesetze werden zum Beispiel zur Beschreibung von Kriech- 
oder Relaxationsvorgängen benötigt (vgl. z.B. Gudehus, 1996). Sie können auch das 
zeitlich veränderliche Verhalten von Korngefügen unter konstanter Last beschreiben. 
Allgemeine Tensorgleichungen in Abhängigkeit von zwei Tensoren, wie (5.66), bieten 
naturgemäß eine Vielzahl von möglichen Varianten; hier zum Beispiel kann festgelegt 
werden, ob die Elastizitäts- und Viskositätseffekte parallel oder seriell geschaltet sind. 
Auf verschiedene physikalische Modelle dieser Art wird zum Beispiel in Gudehus 
(1996) hingewiesen. Ähnlich wie bei der reinen Elastizität werden die einzelnen Tenso-
ren in der Regel in einer geometrisch linearisierten Form erscheinen. 
5.6.4 Ideale Plastizität 
Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten konstitutiven Gleichungen vom differentiellen 
Typ nach (2.25), die allesamt bezüglich SET  explizit dargestellt werden können, stehen 
konstitutive Gleichungen, die sich nicht nach SET  umstellen lassen, damit also vom 
impliziten Typ nach (2.26) sind. Stoffgesetze für Materialien mit zumindest bereichs-
weise plastischen Eigenschaften, die mit Hilfe einer Fließbedingung durch eine Skalar-
funktion ( )* SEf T  formuliert werden, enthalten bereits an dieser Stelle SET  in einer 
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impliziten und nicht explizierbaren Weise. Die konstitutive Beziehung für den Span-
nungstensor SET , wie sie dann erforderlich ist, wird hier in Abhängigkeit von einem 
Entscheidungskriterium, der Fließbedingung *( ) 0SEf =T , formuliert. 
Der einfachste Fall derartiger plastischer Stoffgesetze beschreibt das idealplastische 
Verhalten, welches in geometrisch linearisierter Darstellung folgendermaßen formuliert 
werden kann: 
( )




















Darin ist E  der Zuwachs an Verzerrungen, *f  die Funktion zur Fließbedingung. Das 
sogenannte "plastische Potenzial" *q  ist die Funktion, welche die Fließregel spezifiziert. 
Die Funktion *q  ist wie *f  eine skalarwertige Funktion vom Spannungstensor SET .   
ist ein skalarwertiger, unbestimmter Parameter. Das heißt, sobald an einer Stelle 
( )* 0SEf =T  gilt, ist der Betrag der Verzerrungen unbestimmt, lediglich das Verhältnis 
der unterschiedlichen Komponenten des Verzerrungstensors ist bekannt. Im Sonderfall 
der zur Fließbedingung assoziierten Fließregel sind die Funktionen *f  und *q  identisch 
(vgl. z.B. Gudehus, 1996). 
 
Eine spezielle Funktion *f  zur Fließbedingung, die einfach zu formulieren ist, ist die 
nach Drucker/Prager. Sie lautet (vgl. z.B. Bluhm/de Boer/Skolnik, 1996, S. 48): 
( ) * *DSE TSE TSEf II I = +  −T  (5.68a) 
Darin ist TSEI  die erste Invariante des Spannungstensors SET : 
TSE SEI = T I  (5.68b) 
und DTSEII  die zweite Invariante des Deviators 
D









SE SE SE= −T T T I  (5.68c,d) 
Die Stoffparameter in (5.68a) sind *  und * . 
 
Ein bekannter Nachteil der Fließbedingung von Drucker/Prager ist, dass ihre Abbildung 
in der Deviatorebene von experimentellen Daten von Böden signifikant abweicht. 
Besser sollte demnach als Fließfunktion *f  die aus der Bodenmechanik bekannte, soge-
nannte "Mohr-Coulombsche Bruchbedingung" verwendet werden. Diese wird über die, 
der Größe nach sortierten Hauptspannungen formuliert. Die drei Hauptspannungen 1t , 
2t , 3t  sind Funktionen des Spannungstensors: 
( )i i SEt t= T    mit    i  1 2 3, ,  (5.69a) 
Der Konvention der Mechanik gemäß, sind Zugspannungen hier mit positivem Vorzei-
chen versehen. Die Fließfunktion nach Mohr-Coulomb lautet nun:  
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 (5.69b) 
Darin entsprechen *  und *c  den in der Bodenmechanik bekannten Materialparametern 
"Reibungswinkel" und "Kohäsion". In die Fließbedingung gehen hier nur die maximale 
und die minimale Hauptspannung ein, die mittlere Hauptspannung bleibt unberücksich-
tigt. Die dazugehörigen Fallunterscheidungen bewirken, dass die Funktion nichtstetige 
Ableitungen besitzt. 
 
Weitere, verallgemeinerte Fließbedingungen, vor allem auch solche, die geschlossene 
Bereiche im Hauptspannungsraum beschreiben, finden sich in Bluhm/de Boer/Skolnik 
(1996). 
 
Zur Berechnung der Verzerrungszuwächse, wie sie mit Hilfe einer Fließregel nach 
(5.67) bestimmbar sind, ist eine Funktion *q  vorzugeben. Assoziierte Fließregeln für 
die Fließbedingung nach Mohr-Coulomb lassen sich aufgrund der Fallunterscheidungen 
und deren Bezug auf die Hauptspannungen nur relativ aufwendig formulieren. Eine zur 
Drucker/Prager Fließfunktion assoziierte Fließregel ist dahingehend vergleichsweise 
einfach zu bestimmen. Es gilt mit * *( ) ( )SE SEq fT T  und (5.68a): 
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Als Zuwachs der Volumendehnung (Dilatation) ergibt sich daraus: 
( ) *trace 3Ve   = =  E  (5.70b) 
Ohne Entsprechung von *q  und *f , d.h. * *( ) ( )SE SEq fT T , ergeben sich nicht asso-
ziierte Fließregeln (vgl. z.B. Bluhm/de Boer/Skolnik, 1996), welche die Einführung von 
neuen Parametern erfordern. 
 
Im Grundbau und in der Bodenmechanik nehmen Berechnungen auf Grundlage der 
idealen Plastizitätstheorie – ungeachtet ihrer unbestreitbaren Defizite – eine wichtige 
Stellung ein. Die klassischen Verfahren zur Ermittlung von Erddruck, Erdwiderstand, 
Tragfähigkeit von Fundamenten, Standsicherheit von Böschungen beruhen allesamt auf 
der Annahme idealer Plastizität. In aller Regel wird dabei die Fließbedingung nach 
Mohr-Coulomb mit einer assoziierten Fließregel verwendet. Für Problemstellungen, bei 
denen Verformungen nicht die entscheidende Rolle spielen, reichen derartige Ansätze 
aus, um das Verhalten von Korngefügen recht gut anzunähern. Die Fließbedingung nach 
Drucker/Prager konnte sich in der Bodenmechanik bisher lediglich innerhalb von Finite-
Element-Programmen behaupten. 
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Mit der Beschreibung von Strömungen lassen sich die idealplastischen Stoffgesetze 
nicht kombinieren. Zwar kann die Auswirkung einer Fluidströmung auf das mechani-
sche Verhalten des Korngefüges modelliert werden – nicht jedoch die Auswirkung des 
mechanischen Verhaltens des Korngefüges auf die Fluidströmung. Die Größe der De-
formationen des Korngefüges, die für die Berechnung der Strömungen unentbehrlich ist, 
wird durch idealplastische Stoffgesetze ja nicht beschrieben. 
Aufgrund der Unbestimmtheit des Spannungszustands im Bereich starren Material-
verhaltens, ist auch eine Festlegung der inneren Wirkung der Porenfluide auf das Korn-
gefüge nicht von Belang. So erübrigt sich aus Sicht der Theorie poröser Medien – ganz 
im Gegensatz zu Bishops Ansatz – die "Erweiterung" des Terzaghischen Prinzips für 
idealplastisches Stoffverhalten. 
5.6.5 Elastisch-plastisches Stoffverhalten 
Anstelle eines starren Bereichs für *( ) 0SEf T  und eines plastischen Bereichs mit 
unbestimmten Verformungen für *( ) 0SEf T  nach (5.67) kann durch eine Fließbedin-
gung auch auf grundsätzlich andere Stoffgesetze verzweigt werden. 
Bei dem elastisch-viskoplastischen Stoffgesetz, wie es zum Beispiel von Semprich 
(1980) und Hochgürtel (1998, S. 126) verwendet wurde, verzweigt die konstitutive Be-
schreibung des Stoffverhaltens entweder zu einer Gleichung, die lineare Elastizität nach 
(5.63) beschreibt oder zu einer Gleichung, die viskoses Fließen beschreibt. Derartige 
Stoffgesetze sind für Standsicherheitsnachweise grundsätzlich geeignet, ohne die 
Nachteile der idealen Plastizität hinsichtlich der Unbestimmtheit der Deformationen des 
Korngefüges mitzubringen. 
 
Eine weitere Möglichkeit zur Modifikation besteht in der Veränderlichkeit der Fließbe-
dingung; diese wird als Verfestigung beziehungsweise Entfestigung des Bodenmaterials 
empfunden. Das generell unterschiedliche Scherverhalten locker- bzw. dichtgelagerter 
Sande kann damit zum Beispiel beschrieben werden. Überlegungen und 
Formulierungen derartiger Stoffgesetze finden sich z.B. in Gudehus (1996), 
Bluhm/de Boer/Skolnik (1996) oder Desai/Siriwardane (1984). 
Der bekannteste Vertreter dieses Typs von Stoffgesetzen in der Bodenmechanik ist das 
"cam-clay"-Modell (vgl. z.B. Desai/Siriwardane, 1984), bei dem anhand einer Fließbe-
dingung zwischen einem elastischen und einem plastischen Bereich unterschieden wird. 
Die volumetrische Verfestigung in diesem Modell bedeutet dann eine zusätzliche Ab-
hängigkeit der Fließbedingung von der Deformation, d.h. *( , )SE Sf T C . 
Im Gegensatz zu diesen Fließbedingungen mit isotroper Verfestigung stehen solche mit 
kinematischer Verfestigung, bei denen der innere (i.d.R. elastische) Bereich im Haupt-
spannungsraum nicht aufgeweitet, sondern verschoben wird. (vgl. z.B. 
Bluhm/de Boer/Skolnik, 1996). Vor allem bei zyklischen Belastungen finden solche 
Stoffgesetze häufig Verwendung. 
5.6.6 Spannungszuwachs-Verhalten 
Die bei den Grundgleichungen noch fehlende Information für den Spannungstensor 
kann auch noch auf andere Weise gegeben werden, wenn Materialien vom "Zuwachs-
Typ" nach (2.27) nicht ausgeschlossen werden. Aus (2.27) abgeleitet kann hier 
angesetzt werden: 
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T f T C D  (5.71) 
Der zeitliche Zuwachs der Spannungen wird in Abhängigkeit von den aktuellen Span-
nungen, Dehnungen sowie Geschwindigkeitsgradienten beschrieben. 
Eine relativ einfache Untergruppe davon sind Stoffgesetze zu hypoelastischen Materia-
lien (vgl. z.B. Desai/Siriwardane, 1984). Auch Hypoplastizität als Materialverhalten 
(vgl. z.B. Kolymbas, 1988) ist an dieser Stelle einzuordnen. Der Vorzug derartiger 
Stoffgesetze gegenüber den klassischen elastisch-plastischen lässt sich zum Beispiel den 
Ausführungen von Kolymbas (1988) oder Desai/Siriwardane (1984) entnehmen. Mit 
Stoffgesetzen, die auf solchen Prinzipien beruhen, lässt sich auch das schrittweise Ver-
sagen von Gründungskonstruktionen infolge von zyklischen Beanspruchungen auf ganz 
neue Weise simulieren (Kolymbas, 1988, S. 53). 
 
Soweit diese Stoffgesetze nicht so umgeformt werden können, dass sie doch wieder 
dem differentiellen Typ gemäß Gleichung (2.25) entsprechen, besteht ein erheblicher 
Nachteil darin, dass diese konstitutive Beziehung nicht einfach in die 
Bewegungsgleichung eingesetzt werden kann, wie das den gängigen Vorstellungen 
entspricht. Ebenfalls ungewöhnlich ist, dass solche Stoffgesetze unter Umständen das 
Verhalten von Materialien beschreiben, die keine ausgeprägte Referenzplatzierung 
ausweisen (Kolymbas, 1988) und somit eher Fluiden ähneln. Kolymbas (1988) weist in 
diesem Zusammenhang auch auf Problemstellungen, wie etwa die Entleerung von Silos 
hin, bei denen dieser Effekt erwünscht ist. Vor allem auch die extrem schwierige 
mathematische Handhabbarkeit führt dazu, dass derartige Stoffgesetze in der 
Bodenmechanik noch kaum angenommen wurden. Praktische Umsetzungen existieren 
derzeit gar nicht. 
Stoffgesetze der von Kolymbas (1988) beschriebenen Art beschreiben das mechanische 
Verhalten von Kornschüttungen sicherlich am zutreffendsten. Sie sind jedoch noch 
nicht so weit entwickelt, als dass sich über die beste Formulierung der inneren 
mechanischen Wirkung der Porenfluide detailliertere Aussagen treffen ließen. 
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6 Zweiphasenströmung im starren Korngefüge 
Die in den vorangegangen beiden Kapiteln aufgestellten Gleichungen zur Zweiphasen-
strömung im deformierbaren Korngefüge sollen an dieser Stelle spezifiziert und dann 
aufbereitet werden, so dass sie später numerisch gelöst werden können. 
6.1 Einschränkungen 
Wir konzentrieren uns auf die Beschreibung der Strömung von Luft und Wasser in 
einem starren Korngefüge. Die Massenerhaltungsgleichung und die Bewegungs-
gleichung für das Korngefüge ergeben keine weitere Information für den Prozess mehr 
und können ab jetzt beiseitegelassen werden. Der Spannungszustand des Korngefüges 
bleibt unbestimmt, die innere Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge ebenso. Das 
entsprechend verbleibende System von Differentialgleichungen vereinfacht sich 
dadurch erheblich. 
 
Im Einzelnen werden nun folgende Einschränkungen vorgenommen: 
− Das Korngefüge ist starr und unverschieblich 
− Das Koordinatensystem liegt so, dass für die Geschwindigkeit des 
Korngefüges überall gilt: S =x 0  
− Der Porenanteil n  ist bereichsweise konstant 
 
Unter diesen Einschränkungen vereinfachen sich die Differentialgleichungen zur Zwei-
phasenströmung und ihre Randbedingungen. 
6.2 Bewegungsgleichungen 
Während die Terme in den Massenerhaltungsgleichungen durch den ausgeschlossenen 
Massenaustausch der Phasen keiner weiteren konstitutiven Beziehung und damit keiner 
weiteren Erklärung mehr bedürfen, wird das Aussehen der Bewegungsgleichungen ganz 
erheblich durch die konstitutiven Gleichungen aus dem vorangegangenen Kapitel ge-
prägt. Nachdem alle konstitutiven Gleichungen in die Bewegungsgleichungen 
eingesetzt wurden, können noch einzelne Terme darin zusammengefasst werden. Die 
Terme der dann noch verbleibenden Gleichungen bedürfen einer physikalischen 
Interpretation. 
6.2.1 Aufstellung 
Die Bewegungsgleichungen aus dem Schrifttum zur Theorie poröser Medien enthalten 
zunächst allesamt die Divergenz der Partialspannungen und damit bei hydrostatischen 
Spannungszuständen, mit deren Hilfe die Bewegungsgleichungen der Fluide formuliert 
werden, Partialdrücke. Dieses steht im Gegensatz zu den klassischen Gleichungen zur 
Beschreibung der Zweiphasenströmung (vgl. z.B. (1.8)). Diese Gleichungen werden mit 
Hilfe von Realdrücken formuliert. 
Bei räumlich konstanten Volumenanteilen können diese beiden Schreibweisen einfach 
ineinander übertragen werden, da die Gradienten dieser Volumenanteile entfallen. Auch 
bei näherungsweise örtlich konstanten Volumenanteilen, wie sie bei Einphasenströmun-
gen angetroffen werden, stellt eine Vernachlässigung der Terme, die den Gradienten des 
Porenanteils enthalten, lediglich eine praktisch irrelevante Ungenauigkeit dar. Bei 
Zweiphasenströmungen ist jedoch davon auszugehen, dass die Volumenanteile auch 
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räumlich beträchtlich variieren können. Eine saubere Formulierung, wie sie die Theorie 
poröser Medien bietet, ist hier unumgänglich. 
 
Die konstitutiven Gleichungen (5.40) und (5.44) führen für die beiden Fluide zu folgen-
den vereinfachten Ausdrücken, welche für die Bewegungsgleichungen ausgenutzt wer-
den können: 
( ),






+ = −    −  
T s  (6.1a) 
( ) ( )div 1 gradG G0 GRn S RT + = −  −  T s  (6.1b) 
Die beiden so entstandenen Ausdrücke erweisen sich als ein Produkt aus Volumenanteil 
des jeweiligen Fluids multipliziert mit dem Gradienten eines Ausdrucks, der als jeweili-
ger realer Fluiddruck interpretiert werden kann. Diese Gleichungen gelten nun unabhän-
gig davon, ob die Volumenanteile der Fluide, Porenanteile oder Sättigungsgrade örtlich 
veränderlich sind. 
 
Bei einem zumindest bereichsweise konstanten Porenanteil n  kann der Ausdruck mit 
der Funktion cf  aus dem Wasserdruck nach (6.1a) folgendermaßen vereinfacht 
angesetzt werden: 







Die Bewegungsgleichungen der beiden Fluide (4.4b) und (4.4c) bekommen mit (6.1), 
(6.2) sowie (4.2) folgendes Aussehen: 
( ) ( )( ) ( )grad gradGR CF FR F FEn S RT n S F S n S −    +   +    − + =b x s 0  (6.3a) 
( ) ( ) ( ) ( )1 grad 1GR GR G GEn S RT n S −  −   +  −   − + =b x s 0  (6.3b) 
Bei den Extra-Interaktionskräften kann ebenfalls die nun nicht mehr vorhandene Ab-
hängigkeit der Resistivitäten vom Porenanteil n  ausgeblendet werden, so dass aus 
(5.28) mit (5.31) (5.32) und (5.33) sowie der Voraussetzung S =x 0  folgt: 
( )( )
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Darin sind die Resistivitäten R  und *R  nun Konstanten. Man erkennt bereits, dass die 
Konstante n  aus den gesamten Bewegungsgleichungen herausgekürzt werden könnte. 
Aus Gründen der Übersichtlichkeit und Vergleichbarkeit mit anspruchsvolleren Model-
len soll das hier jedoch unterbleiben. 
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6.2.2 Interpretation 
In den Bewegungsgleichungen (6.3) können nun einzelne Terme anhand der Erfahrung 
aus der klassischen Bodenmechanik sowie einfacher Überlegungen leicht identifiziert 
werden. 
 
In beiden Bewegungsgleichungen taucht der Term ( )grad GRRT   auf; dies ist der Gra-
dient des realen Luftdrucks. Die entsprechende Kraft wirkt, ihrem negativen Vorzeichen 
gemäß, dem Druckgradienten entgegen, so dass der Bewegungszustand zu einem 
Druckausgleich tendiert. Der Luftdruck ist hier durch das Boyle-Mariottesche Gesetz 
definiert. Befindet sich keine Luft in den Poren, so ist GR  anschauungsgemäß 
konstitutiv unbestimmt. Ebendas ist die Anforderung an die Bewegungsgleichung des 
inkompressiblen Wassers. Der Wert von GR  ist dann durch eine entsprechende 
Randbedingung festzulegen. 
 
Der Term ( )( )grad CFF S  stellt die Kapillarkraft dar, die vom lokalen Sättigungsgrad S  
und seinem Gradienten abhängt. Die Kapillarkraft bewirkt tendenziell ein Angleichen 
der Konzentrationen der beiden Porenfluide. Die entsprechende "Diffusionskonstante" 
ist hier jedoch eine Funktion des lokalen Sättigungsgrades. 
Ist die Kapillarfunktion CFF  null und entfällt damit aus den Bewegungsgleichungen, 
kommt es bei einer Zweiphasenströmung nicht zum kapillaren Aufstieg des Wassers. 
Startet ein derartiger Strömungsprozess in einem Schwerefeld mit entsprechend ihrer 
Dichte verteilten Fluiden (Wasser unten, Luft oben) und wird der Luftdruck überall als 
konstant angesetzt, so entsteht ein klassisches Modell: die Grundwasserströmung mit 
einer "freien Oberfläche". In dieser Art werden zum Beispiel Absenktrichter von Brun-
nen oder Sickerlinien in Deichen üblicherweise behandelt. Diese Berechnungsfälle las-
sen sich demnach als stark vereinfachte Spezialfälle aus den allgemeinen Bewegungs-
gleichungen herleiten. 
 
Die Terme kR b  stehen für die Gravitationskräfte, die auf die Fluide wirken. b  ist der 
Vektor der eingeprägten Beschleunigung. In der Regel wird b  dem örtlich und zeitlich 
konstanten Vektor der Erdbeschleunigung entsprechen. 
In den klassischen Gleichungen nach Darcy-Buckingham ist die Gravitationskraft des 
Wassers in den hydraulischen Gradienten einbezogen. Die Gravitationskraft der Luft 
wird dort in der Regel vernachlässigt. 
 
Die Beschleunigung des Fluidstroms kx  befindet sich in den Bewegungsgleichungen im 
Produkt mit der Dichte des jeweiligen Fluids k . Dieses Produkt kR k x  ist die entspre-
chende Massenträgheitskraft; sie ist gemäß Vorzeichen der Beschleunigung des 
jeweiligen Fluids entgegengerichtet. 
Die Massenträgheitskräfte werden in den klassischen Gleichungen vollständig vernach-
lässigt. Bei der Verwendung des Darcy-Buckinghamschen Gesetzes ist eine Beschrei-
bung von dynamischen Prozessen so von vornherein ausgeschlossen. Begründet wird 
die Vernachlässigung der Trägheitskräfte mit ihrer Geringfügigkeit im Vergleich zu den 
anderen Kräften. Das erscheint durchaus nachvollziehbar – wenn auch der wahre Grund 
in der mit der Anwendung des Darcyschen Gesetzes implizierten Ausschaltung der 
Trägheitskräfte liegen dürfte. Hinzu kommen die mathematischen Schwierigkeiten, die 
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die Lösung entsprechender Probleme mit sich bringen würde. Die gemeinhin vernach-
lässigten Massenträgheitsterme werden bei dynamischen Problemstellungen naturgemäß 
entscheidend sein. 
 
Die Extra-Interaktionskräfte kEs  sind die Kräfte, die das jeweils andere Fluid (Resistivi-
tät *R ) und das Korngefüge (Resistivität R ) infolge ihrer Relativbewegung zum Fluid 
k  ausüben. Man erkennt in (6.4) ihre starke Abhängigkeit vom Porenanteil, Sättigungs-
grad und den Geschwindigkeiten der Fluidströme. Sie entsprechen den Strömungskräf-
ten der klassischen Gleichungen und sind in den Gleichungen nach Darcy-Buckingham 
in den relativen Durchlässigkeiten versteckt. 
 
Im Gegensatz zu den klassischen Funktionen, die im ersten Kapitel beschrieben wurden, 
sind hier alle Funktionen für den gesamten Bereich von Sättigungsgraden [0 – 1] defi-
niert. Es gibt so keine "Restwasser-" oder "Restluftsättigungen" sowie hystereses Ver-
halten der relativen Durchlässigkeiten und Spannungsbeziehungen – alle diese müssten 
ja eine Funktion der eingeprägten Beschleunigung sein (Perau/Richwien, 1998). Diese 
Effekte lassen sich durch das hier angesetzte starke Ansteigen der Strömungswider-
stände bei geringen Sättigungen erfassen. Befindet sich ein Boden im Zustand seiner 
"Restwassersättigung", so bedeutet das hier nur, dass unter den gegebenen Bedingungen 
(z.B. Erdbeschleunigung) der Widerstand gegen das Strömen des Wassers sehr groß und 
damit die Strömung sehr sehr klein ist. Sie ist so klein, dass sie nicht mehr beobachtet 
werden kann und damit als praktisch unmöglich erscheint. 
6.3 Aufbereitung der Gleichungen 
Die in den beiden vorangegangenen Kapiteln aufgestellten Differentialgleichungen las-
sen sich analytisch lediglich für einfache Sonderfälle – wie etwa einer inkompressiblen 
Einphasenströmung in einem einfachen Strömungsgebiet – lösen. Allgemeinere 
Problemstellungen lassen sich nur mit numerischen Lösungsmethoden angehen. Die 
folgenden Überlegungen dienen als Vorbereitung für eine numerische Lösung zur 
Berechnung der Bewegungen der Fluide. 
6.3.1 Prozessvariablen 
Prozessvariablen sind die (grundsätzlich veränderlichen) Feldvariablen, durch die sich 
alle anderen Feldvariablen eindeutig ausdrücken lassen. Prozessvariablen seien hier der 
Sättigungsgrad S , die reale Dichte der Luft GR  und die beiden Massenstromdichten 
der Fluide kw . Diese Größen werden, soweit nicht bereits vorher schon festgelegt, in 
Tab. 6.1 definiert. 
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Variable  Bemerkung Anzahl 
der 
Skalare 
Sättigungsgrad S  
[1] 
Sättigungsgrad der Poren 
mit Wasser 
1 
Realdichte der Luft 
GR  
 kg m3  
Masse der Luft pro 




F F F= w x  
 kg m s2  
Masse an Wasser, die pro 





G G G= w x  
 kg m s2  
Masse an Luft, die pro 
Zeiteinheit durch eine 
Fläche fließt 
3 
Tab. 6.1: Prozessvariablen 
Die Vektorgröße "Massenstromdichte" gibt an, wie viel Masse des jeweiligen Fluids pro 
Zeit und Gesamtfläche in die drei Richtungen durch das Kontrollvolumen fließt. 
Bei einem inkompressiblen Fluid wie Wasser könnte anstelle der Massenstromdichte 
auch die Filtergeschwindigkeit Fv verwendet werden, da beide bis auf einen konstanten 
Faktor, der Realdichte, gleich sind. Es gilt deshalb hier auch: F FR F= w v . Bei einem 
kompressiblen Fluid wie Luft wäre eine analoge Verfahrensweise jedoch umständlich. 
Man bedenke, dass es ein Gesetz für die Erhaltung der Masse gibt – und keines zur 
Erhaltung des Volumens. Die in der klassischen Bodenmechanik verwendete "Filter-
geschwindigkeit" ist als Prozessvariable für kompressible Phasen weniger geeignet, da 
sie lediglich einen Volumenstrom beschreibt. 
6.3.2 Zusammenhänge zwischen den Feldvariablen 
Alle Feldvariablen müssen nun auf die zuvor definierten Prozessvariablen 
zurückgeführt werden, um sie in den zur Verfügung stehenden Erhaltungsgleichungen 
substituieren zu können. Da dort gelegentlich auch die zeitlichen Ableitungen der 
einzelnen Feldgrößen auftauchen, werden auch diese auf entsprechende Größen der 
Prozessvariablen zurückgeführt. 
Aus (4.2b), der Unveränderlichkeit des Porenanteils und der Inkompressibilitäts-
bedingung für das Wasser (Tab. 5.3, Zeile 1) folgt für die zeitliche Änderung der Par-
tialdichte des Wassers: 
F FR n S =    (6.5a) 
Für die zeitliche Änderung der Partialdichte der Luft folgt analog dazu: 
( )1G GR GRn S n S  = −   +  −   (6.5b) 
Für die Terme, die in den Bewegungsgleichungen die Massenträgheitskräfte beschrei-
ben, folgt aus der Definition nach Tab. 6.1 unter Anwendung der Produktregel für die 
Zeitableitung und (6.5): 
F F F F
S
S
−  = − + x w w  (6.6a) 
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1
GR







−  = − + −  − 
x w w  (6.6b) 
Unter Beschränkung auf nicht von Massenträgheitskräften geprägten Problemstellungen 
sollten die Massenträgheitsterme bei der numerischen Lösung der Differentialgleichun-
gen zunächst einmal vernachlässigt werden. Der dabei begangene Fehler könnte – in 
einer ingenieurgemäßen Abschätzung – aus der numerischen Lösung im Nachgang be-
stimmt und bewertet werden. 
6.3.3 Beschreibende Differentialgleichungen 
Welches sind nun die Gleichungen, die die Bewegung von Luft und Wasser in einem 
Boden mit starrem Korngefüge beschreiben? 
Zunächst sind die beiden skalarwertigen Gleichungen zur Massenerhaltung der Fluide 
"Wasser" und "Luft" einzuhalten. Sie lauten nach (4.3b), (4.3c) mit Tab. 6.1 und (6.5): 
div 0FR Fn S   + =w  (6.7) 
( )1 div 0GR GR Gn S n S −   +  −  + =w  (6.8) 
Es handelt sich um zwei nichtlineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Beide Gleichungen enthalten keine konstitutiven Annahmen. 
 
Als nächstes werden die Bewegungsgleichungen der Fluidphasen weiter ausgewertet. 
Für die Kapillarkraft ( )( )grad CFF S  in (6.3a) soll ein Polynomansatz verwendet werden. 
Die Extra-Interaktionsterme kEs  sind nach (6.4) von den Geschwindigkeiten der beiden 
Fluide abhängig. Hier wird eine Übertragung in die Abhängigkeit von Massenstrom-
dichten nach Tab. 6.1 folgender Form notwendig: 
( ) ( ),FE FF F FG GR Gr S r S =  + s w w  (6.9a) 
( ) ( ),GE GF F GG GR Gr S r S =  + s w w  (6.9b) 
Die einzelnen Widerstandsterme ijr  darin ergeben sich aus einem Vergleich von 
Tab. 6.1 mit (6.4). 
 
Es verbleiben letztlich vier Hauptgleichungen: die beiden skalarwertigen Massen-
erhaltungsgleichungen (6.7), (6.8) sowie die beiden vektorwertigen Bewegungsglei-
chungen. Diese stellen ein System von 8 gekoppelten skalaren Differentialgleichungen 
mit 8 Unbekannten (vgl. Tab. 6.1) dar. 
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Die Bewegungsgleichungen lauten nun: 
( ) ( )( )





FF F FG GR G








 +  
+    − + 




























+   −  − + −  − 





Die einzelnen Funktionen darin lauten: 
( )PFf S RT n S= −    (6.12a) 
( ) 3 2CF CF3 CF2 CF1 CF0F S S S S   =  +  +  +  (6.12b) 
( )
( )( )








R n S S
r S
R n S S
 
 
    +  −
 = − 
 +   −  +  
 (6.12c) 
( ) ( )*1, 1FG GR FG
GR
r S R n S S 

=     +   (6.12d) 
( ) ( )1PGf S RT n S= −   −  (6.12e) 
( ) ( ) ( )*1 1 1GF FG
FR
r S R n S S













R n S S
r S




    − + 
 = − 
 +    +  
 (6.12g) 
Zusammen mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen können nun die 
Prozessvariablen und damit auch alle anderen Feldvariablen bestimmt werden. 
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6.4 Parameter 
Zur Lösung von praktischen Problemstellungen sind vor Beginn eines Berechnungspro-
zesses einige Parameter festzulegen. Dieses sind die Parameter des Systems sowie ei-
nige Kenngrößen des Bodens und der Fluide. 
6.4.1 Systemparameter 
Festzulegen ist zunächst der Kontrollraum, d.h. das Gebiet, in dem die Strömungen, die 
beschrieben werden sollen, stattfinden. Für diesen Kontrollraum ist die eingeprägte Be-
schleunigung als Funktion von Ort und Zeit vorzugeben. 
( ), t=b b x  (6.13a) 
Diese Funktion wird z.B. bei einem nach Abb. 3.2 gewählten Koordinatensystem im 







 =  
 − 
b  (6.13b) 
Es handelt sich dann um ein örtlich wie zeitlich unveränderliches Vektorfeld. 
Bei Versuchen in Zentrifugen liegt ein Feld vor, in dem die Beschleunigung sowohl 
orts- als auch zeitabhängig sein kann. 
             
Abb. 6.1: Zentrifuge mit Koordinatensystem 
Mit einem Koordinatensystem, dessen 3x -Achse nach Abb. 6.1 durch das Rotations-
zentrum weist, dem Radius R  und der konstanten Winkelgeschwindigkeit   kann z.B. 
auch das Beschleunigungsfeld in einer Zentrifuge beschrieben werden. Bei hinreichend 
großer Rotationsbeschleunigung kann auch der Erdbeschleunigungsanteil vernachlässigt 










 =   
 − − 
b  (6.13c) 
In hinreichend großer Entfernung vom Drehpunkt kann bei Versuchen mit geringen 
Probenabmessungen auf eine Abbildung der Ortsabhängigkeit verzichtet werden. In 
(6.13c) werden dann 1x  und 3x  zu null gesetzt. 
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Allgemeiner kann bei solchen, mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden Be-
reichen das Beschleunigungsfeld b  mit 12 Konstanten vorgegeben werden, wie sie aus 
(6.13d) hervorgehen: 
01 11 1 12 2 13 3
02 21 1 22 2 23 3
03 31 1 32 2 33 3
b B x B x B x
b B x B x B x
b B x B x B x
+  +  +  
 = + = +  +  +  
 +  +  +  
0b b Bx  (6.13d) 
Vorzugeben ist weiterhin die absolute Systemtemperatur T  [Kelvin], welche im 
Rahmen des hier verwendeten Modells zeitlich und räumlich näherungsweise konstant 
sein muss. 
const.T =  (6.14) 
6.4.2 Bodenparameter 
Eine wichtige Kenngröße des Bodens ist der Volumenanteil der Poren. Dieser ist gemäß 
Voraussetzung zeitlich und örtlich konstant, hängt – bei unterschiedlichen Böden – in-
nerhalb einer Problemstellung jedoch vom Ort ab. Es ist damit vorzugeben: 
( )n n= x  (6.15) 
Da n  aufgrund der Inkompressibilität der Körner und des Korngefüges zeitlich nicht 
variiert, kann auf eine funktional formulierte Abhängigkeit einiger Parameter von n  
verzichtet werden. Diese Parameter sind dann direkt in Ortsabhängigkeit vorzugeben. 
Eine derartige Beziehung wird zum Beispiel für die Resistivität R  aufgestellt, die der 
Kehrwert der intrinsischen Permeabilität ist. 
( )R R= x  (6.16) 
Der neu eingeführte Widerstandsparameter *R  beschreibt die Kraftwechselwirkung der 
beiden fluiden Phasen in einem porösen Medium. Er ist damit sowohl vom porösen Me-
dium als auch den Fluiden abhängig. Er kann deshalb grundsätzlich von den einzelnen 
Zähigkeiten und damit auch von der Temperatur abhängen. Da diese nicht variiert wer-
den soll, kann hier eine Temperaturabhängigkeit vernachlässigt werden. Die wichtigste 
Abhängigkeit von *R  ist die vom Porenanteil, der wiederum vom Ort abhängt. Es ist 
also vorzugeben: 
( )* *R R= x  (6.17) 
Auch folgende Parameter aus den Resistivitätsfunktionen nach (6.4) sind vorab zu 
bestimmen. Sie sind ebenfalls ortsabhängig: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,FS1 FS2 GS1 GS2 FG    x x x x x  (6.18) 
Auch die Parameter, die die Kapillarkraft nach (6.12b) beschreiben, müssen bestimmt 
werden: 
( ) ( ) ( ), ,CF1 CF2 CF3  x x x  (6.19) 
In einem weiteren Schritt werden – soweit nicht bereits vorhanden – Versuche zu kon-
zipieren sein, welche die experimentelle Bestimmung der beschreibenden Parameter 
erlauben. Erwartet werden kann, dass die Parameter in hohem Maße korrelieren und 
sich damit in ihrer Anzahl für praktische Fragestellungen erheblich reduzieren lassen. 
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6.4.3 Fluidparameter 
Auch für die beiden Fluide – Wasser und Luft – beinhalten die Bewegungsgleichungen 
noch einige Parameter, die es vorab festzulegen gilt. Nach dem Boyle-Mariotteschen 
Gesetz besteht für Gase bei konstanter Temperatur ein linearer Zusammenhang zwi-
schen Druck und Dichte. Die Proportionalitätskonstante ist das Produkt aus der absolu-










Im Rahmen dieser Arbeit wird das Wasser generell als inkompressibel betrachtet. 
Grundsätzlich jedoch wirken sich Druck und Temperatur auch innerhalb des flüssigen 
Aggregatzustandes auf die Dichte von Wasser aus (vgl. auch Busch/Luckner/Tiemer, 
1993). Für die hier behandelten Fragestellungen wird die Abweichung von einem kon-
stanten Wert im ungünstigsten Fall nur wenige Prozente betragen. Es wird hier deshalb 
vereinfacht festgelegt: 
31000 kg mFR =  (6.21) 
Die dynamische Zähigkeit von Wasser hängt in erster Linie von der Temperatur ab. Nur 
geringfügig wird die Zähigkeit beeinflusst durch den anstehenden Druck sowie die Kon-
zentration gelöster Stoffe (Busch/Luckner/Tiemer, 1993, S. 15). Für gewöhnliches 
Grundwasser geben Busch/Luckner/Tiemer (1993) die dynamische Zähigkeit nach 
Poiseuille in Abhängigkeit von der Temperatur  °C  wie folgt an: 










+  + 
 (6.22) 
Diese Kurve weicht in dem für geotechnische Zwecke relevanten Bereich nicht 
nennenswert von der Kurve ab, die Zierep/Bühler (1989, S. E120) für reines Wasser 
angeben. 
 
Die dynamische Zähigkeit von Luft hängt außer von ihrer Temperatur auch von ihrer 
Realdichte ab. Der Einfluss des Drucks kann nach Zierep/Bühler (1989, S. E120) ver-
nachlässigt werden – und damit auch der Einfluss der Realdichte. Allgemein gilt für 












=   +  
 (6.23a) 
Mit den entsprechenden Konstanten ST  und 0T  folgt für die dynamische Zähigkeit der 
Luft bei atmosphärischem Druck: 
3
2






=     +  
 (6.23b) 
Es zeigt sich, dass der Einfluss der Temperatur verschwindend gering ist. Im Bereich 
von 10 20°−    weicht die dynamische Zähigkeit vom Wert 617,7 10 Pa sG
−=    
bei 10 =   um höchstens 6 % ab und kann von daher vernachlässigt werden. Diese 
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Zahlen werden vom Diagramm in Busch/Luckner/Tiemer (1993, S. 20) bestätigt. Es 
kann vereinfacht gerechnet werden mit: 
617,7 10 Pa sG
−=    (6.23c) 
6.5 Koordinatenräume 
Die acht skalarwertigen Differentialgleichungen beschreiben die Bewegung von Wasser 
und Luft im Boden im dreidimensionalen Koordinatenraum über die Zeit. Die beiden 
Massenerhaltungsgleichungen (6.7) und (6.8) stellen dabei jeweils eine skalare Glei-
chung dar, die beiden Bewegungsgleichungen (6.10) und (6.11) jeweils drei. 
Problemstellungen im dreidimensionalen Raum lassen sich für akademische Zwecke 
fast immer, für praktische Zwecke sehr häufig als zwei- oder gar eindimensionale Pro-
blemstellung vereinfachen. Für den Bearbeiter derartig vereinfachte Problemstellungen 
sollen daher die Gleichungen (6.7), (6.8), (6.10) und (6.11) entsprechend in skalarer 
Schreibweise gefasst werden. 
6.5.1 Eindimensionale Problemstellungen 
Die einfachste Variante stellen eindimensionale Problemstellungen dar. Solche 
Problemstellungen sind in jedem Falle für die wichtigsten Experimente zur Parameter-
bestimmung anzustreben. Auch für großflächige Problemstellungen, wie manche 
Versickerungsanlagen, sowie als eine erste Abschätzung für mancherlei dreidimensio-
nale Problemstellungen kommt eine Behandlung als eindimensionale Aufgabenstellung 
in Frage. 
Unter der Voraussetzung, dass der Vektor der einwirkenden Beschleunigung keine 
Komponenten quer zur betrachteten Richtung 3x  hat, d.h. 1 2 0b b= = , entstehen aus 
















  −   +  −  + =
  
 (6.24b) 
( ) ( )







FF F3 FG GR G3
F S w S
f S n S n S b w
x x t S t




 +   +    − +  
   
+  +  =
 (6.24c) 
( ) ( )










GF F3 GG GR G3
w S
f S n S b w
x t t S t




    
 +   −  − +  −      −  
+  +  =
 (6.24d) 
Hinzu kommt die Information, dass die Komponenten der beiden Massenstromdichten 
in 1x - und 2x -Richtung null sind. 
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6.5.2 Zweidimensionale Problemstellungen 
Zweidimensionale Problemstellungen sind zum Beispiel Strömungen in Deichquer-
schnitten oder langgestreckten Versickerungsgruben; auch langgestreckte Baugruben 
werden als zweidimensionale Problemstellung behandelt. 
Unter der Voraussetzung, dass der Vektor der einwirkenden Beschleunigung keine 
Komponenten normal zur betrachteten Ebene 1 3x x−  hat, d.h. 2 0b = , entstehen aus (6.7) 











1 0GR G1 G3GR
w wS
n n S
t t x x
   −   +  −  + + =
   
 (6.25b) 
( ) ( )
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x x t S t




 +   +    − +  
   
+  +  =
(6.25c) 
( ) ( )
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f S n S n S b w
x x t S t




 +   +    − +  
   
+  +  =
(6.25d) 
( ) ( )
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    
 +   −  − +  −      −  
+  +  =
(6.25e) 
( ) ( )
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w S
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    
 +   −  − +  −      −  
+  +  =
(6.25f) 
Hinzu kommt die Information, dass die jeweilige Komponente der beiden Massenstrom-
dichten in 2x -Richtung null ist. 
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6.5.3 Rotationssymmetrische Problemstellungen 
Rotationssymmetrische Problemstellungen kommen zum Beispiel bei Einzelbrunnen, 
kreisrunden Versickerungsgruben oder runden Schächten vor. Um diese Problemstel-
lungen zu behandeln, bietet sich eine Übertragung der Differentialgleichungen in 
Zylinderkoordinaten an. 
              
Abb. 6.2: Koordinaten bei rotationssymmetrischen Problemstellungen 
Die Lage eines Punktes x  ist durch die Zylinderkoordinaten 3( , , )r x  eindeutig 
beschrieben. Als Rotationssymmetrieachse ist hier die 3x -Achse vorgesehen. Alle Feld-
variablen hängen nicht vom Winkel   ab, so dass alle entsprechenden tangentialen Ab-
leitungen zu null werden. Auch die eingeprägte Beschleunigung darf nur radiale und 






0      bzw.     0b =  (6.26a,b) 
Unter diesen Bedingungen können Problemstellungen vorteilhaft durch die Übertragung 
in Zylinderkoordinaten behandelt werden. Es lassen sich aus den allgemeinen Regeln 
für Divergenz und Gradient eines Vektorfelds a  im Zylinderkoordinatensystem 
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=  + 
 
a e e  (6.27b) 
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w wS
n n S w
t t r r x
   −   +  −  +  + + =
   
 (6.28b) 
und aus den Bewegungsgleichungen (6.10) und (6.11): 
( ) ( )
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   
+  +  =
 (6.28c) 
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Darüber hinaus sind die Tangentialkomponenten der Massenstromdichten Fw   und Gw   
beide identisch null. 
Die Gleichungen zur Massenerhaltung (6.28a,b) weichen gegenüber denen für zwei-
dimensionale Problemstellungen (6.25a,b) erheblich ab. Die Bewegungsgleichungen 
(6.28c-f) jedoch sind formal mit den entsprechenden Bewegungsgleichungen für zwei-
dimensionale Problemstellungen identisch (6.25c-f) – lediglich der Name der Koordi-
nate 1x  ist gegen r  auszutauschen. Dieses kommt vor allem der Ableitung einer 
numerischen Lösung von rotationssymmetrischen Problemstellungen aus der 
numerischen Lösung von ebenen Problemstellungen zugute. 
6.6 Anfangs- und Randbedingungen 
Zur Beschreibung einer Problemstellung gehören als Ergänzung zu den Differential-
gleichungen noch die Anfangs- und Randbedingungen. Die Differentialgleichungen 
selber enthalten nämlich keine Information über die jeweiligen Größen der Variablen, 
sondern lediglich eine Information über die Beziehung zwischen einzelnen Variablen 
und ihren zeitlichen wie räumlichen Ableitungen. Deswegen hat das System von 
Differentialgleichungen eine unbegrenzte Anzahl möglicher Lösungen. Aus dieser 
Lösungsschar wird mit Hilfe der Anfangs- und Randbedingungen die Lösung für eine 
spezielle Problemstellung bestimmt. Anfangsbedingungen beschreiben dabei den Zu-
stand des Systems zu Beginn des betrachteten Zeitraums, Randbedingungen die 
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Wechselwirkung des Systems mit seiner räumlichen Umgebung (vgl. z.B. Bear, 1972, 
S. 247). 
Für die Entwicklung der Anfangs- und Randbedingungen werden im weiteren Verlauf 
des Kapitels die Massenträgheitskräfte nach (6.6) vernachlässigt. Andernfalls wären 
zusätzliche Bedingungen über die Geschwindigkeitszustände notwendig, die für prakti-
sche Aufgabenstellungen, mit Ausnahme dynamischer Problemstellungen, vernach-
lässigbar sind. 
6.6.1 Komplexe Randbedingungen 
Die möglichen Randbedingungen will ich in zwei verschiedene Gruppen unterteilen: 
"einfache" und "komplexe" Randbedingungen: Bei einfachen Randbedingungen bleiben 
die Ränder des porösen Mediums erhalten oder werden zumindest nur unwesentlich 
verschoben (wie zum Beispiel infolge von Setzungen). Bei derartigen Problem-
stellungen bleibt der vom porösen Medium im Ausgangszustand eingenommene Be-
reich zu jedem späteren Zeitpunkt im Wesentlichen erhalten – zumindest insoweit dies 
die Beschreibung der Strömungen berührt. 
Bei komplexen Randbedingungen verändern sich das poröse Medium und damit auch 
der von den Fluiden durchströmte Bereich kontinuierlich, so dass er sich signifikant auf 
die Strömung auswirken kann. Ein Beispiel für eine derartige komplexe Randbedingung 
ist der unter Druckluft vorgetriebene Tunnel (vgl. z.B. Hochgürtel, 1998). 
Von der Ortsbrust aus wird bekanntlich Druckluft an den Boden abgegeben. Dabei be-
wegt sich die Ortsbrust, die für das poröse Medium einen Rand darstellt, weiter vor und 
nimmt dabei von dem Boden, dem porösen Medium mit einer bestimmten Geschwin-
digkeit, Masse weg – und zwar sowohl vom Korngefüge als auch von den Fluiden in 
den Poren. Dieses ist für das Korngefüge und die Fluide gleichbedeutend mit einem 
Verschwinden von Masse am Rand. Gleichzeitig jedoch wird dem System über densel-
ben Rand auch Luft zugeführt. 
Die "mathematisch richtige" Behandlung derartiger Randbedingungen kann erst nach 
einer detaillierten Einbeziehung des mechanischen Verhaltens des Korngefüges in 
Angriff genommen werden und soll deshalb hier zurückgestellt werden. Problem-
stellungen mit komplexen Randbedingungen können aber mit den unten vorgestellten 
Randbedingungen behelfsmäßig behandelt werden. 
6.6.2 Einbeziehung äußerer Bereiche 
Die Formulierung von Anfangs- und Randbedingungen für die klassischen Gleichungen 
nach Darcy-Buckingham weist einige Schwierigkeiten auf, wie die Ausführungen von 
Marle (1981, S. 37), Gülzow (1994) und Hochgürtel (1998, S. 108f) zeigen. Insbeson-
dere sind dann Probleme zu erwarten, wenn an den Rändern des porösen Mediums zu 
unterschiedlichen Zeiten nur Wasser oder nur Luft ansteht. Diese Schwierigkeiten lie-
gen darin begründet, dass die klassischen Formulierungen die physikalische Realität nur 
in begrenztem Maße abbilden. Vor allen Dingen gilt dies für die Bereiche außerhalb des 
porösen Mediums und damit auch an dessen Rändern. Überall dort gilt das Gesetz nach 
Darcy-Buckingham (1.9) nämlich nicht. Die k -Werte in (1.9) müssten unendlich sein, 
da ein Widerstand aus dem porösen Medium dort fehlt. Dass Formulierungen von Rand-
bedingungen in einem solchen System Schwierigkeiten aufwerfen, war zu erwarten. Die 
Folge ist, dass Bereiche außerhalb des porösen Mediums keinesfalls in die Modellierung 
des Strömungsgebiets einbezogen werden dürfen – einfach, weil die klassischen 
Differentialgleichungen dort nicht gelten. 
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Ein klassisches Problem dieser Art stellt die Versickerung von Oberflächenwasser aus 
Niederschlägen dar. Abb. 6.3 zeigt einen derartigen eindimensionalen Infiltrations-
vorgang. Am oberen Rand steht Wasser in einer zeitlich veränderlichen Höhe h  an. 
Simuliert wird das durch die Vorgabe des Drucks ( )Wp h =   sowie des Sättigungs-
grads ( )1S =  am Rand. Die jeweilige Spiegelhöhe h  wiederum hängt von der bis dahin 
infiltrierten Wassermenge ab: ( ) ( )0h t h v t dt= −  . Die Versickerungsrate ( )v t  ergibt 
sich aus der Strömungsberechnung innerhalb des Bodens, die wiederum von den Rand-
bedingungen – also auch von h  – abhängt. 
              
Abb. 6.3: Versickerung von Oberflächenwasser 
Dieser Wechselbezug lässt sich für eine derart einfache und vor allem konkrete Anwen-
dung mathematisch formulieren und programmieren. Die allgemeingültige Formulie-
rung von derartigen Randbedingungen ist aber zumindest für eine Programmierung 
kaum geeignet und damit für die Praxis im Allgemeinen unbrauchbar. 
 
Eine Alternative zu dieser Vorgehensweise ergibt sich automatisch, wenn man den Ur-
sprung der oben für das Beispiel genannten Gleichungen ermittelt. Die Gleichungen für 
den Druck ( )Wp h =   und die Spiegelhöhe ( ( ) ( )0h t h v t dt= −  ) stellen die Lösung 
eines Randwertproblems dar. Die Differentialgleichungen zu diesem Problem sind die 
Erhaltungsgleichungen von Masse und Bewegungsgröße in einem Gebiet, in dem sich 
nur die Fluide Wasser und Luft aufhalten – ohne ein poröses Medium. Entsprechende 
Gleichungen sollten deshalb als Spezialfall bereits in den zuvor aufgestellten Differen-
tialgleichungen enthalten sein (siehe Kapitel 5.2.5). Der Bereich, der gänzlich 
unbedeckt vom porösen Medium ist, zeichnet sich dadurch aus, dass für die 
entsprechenden Widerstände gilt: 0R = , * 0R   und für den Porenanteil: 1n = . Der im 
fünften Kapitel gegebene, einschränkende Hinweis muss jedoch beachtet werden: Bei 
Problemen, deren Gebiete derartig modelliert werden, dürfen die Wasser- und 
Luftströmungen nur laminar sein, d.h. es kann damit z.B. keine Deichüberströmung mit 
Wasser beschrieben werden. 
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6.6.3 Beispiel aus dem Tunnelbau 
Unter der Maßgabe, dass Problemstellungen entsprechend modelliert werden, können 
nun Anfangs- und Randbedingungen verwendet werden, wie sie nachfolgend eingeführt 
und an einem teilweise konstruierten Beispiel erläutert werden. 
Bei dem Beispiel handelt es sich um einen mit Hydroschild vorgetrieben Tunnel. Zum 
Beispiel zur Beseitigung eines Findlings wird dabei ein stationärer Druckluftbetrieb 
vorgenommen (Gülzow, 1994, S. 131ff). 
 
Abb. 6.4:  System für das Beispiel: Tunnel unter Druckluft 
Innerhalb dieses Kapitels wird wie bei Gülzow (1994) nur das Strömungsproblem im 
starren Korngefüge behandelt. Probleme, wie die Standsicherheit der Ortsbrust und 
Ausbläser können unter Ansatz eines starren Korngefüges naturgemäß nicht behandelt 
werden. 
6.6.4 Anfangsbedingungen 
Zu Beginn des betrachteten Prozesses, zum Zeitpunkt 0t =  also, muss die räumliche 
Verteilung der beiden Fluide Wasser und Luft sowie die Realdichte der Luft vorgegeben 
werden. Die Anfangsbedingung besteht also in der Vorgabe des Sättigungsgrades S  so-
wie der Realdichte der Luft GR  auf dem gesamten modellierten Bereich. Die Anfangs-
werte dieser Größe sind mit einer "0" indiziert. Ungewöhnlich erscheint zunächst die 
Vorgabe der realen Luftdichte, wenn sich an einer Stelle keine Luft befindet. Allerdings 
ist in diesem Fall die Größe GR  auch konstitutiv unbestimmt und damit noch frei. Sie 
lässt sich mit der Bedingung 1S   aus der Bewegungsgleichung (6.10) ermitteln. Bei 
einem statischen Ausgangszustand ergibt sich dabei: 
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( )grad GR FRRT   = b  (6.29a) 
Diese vektorielle Differentialgleichung ergibt bei örtlich konstantem b  eine im Raum in 
alle Richtungen linear veränderliche Funktion für GR , welche durch die Vorgabe der 
Realdichte an einer beliebigen Stelle (z.B. der atmosphärischen Realdichte der Luft an 
der Oberfläche) und das Gravitationsfeld b  festliegt. Man erhält für die Bereiche ohne 




 = +  b x  (6.29b) 
Die Anfangsbedingungen lauten im Allgemeinen für alle x  des modellierten Bereichs: 
( ) ( )00,S t S= =x x  (6.30a) 
( ) ( )0,GR GR0t = =x x  (6.30b) 
 
Abb. 6.5: Anfangsbedingungen für das Beispiel: Tunnel unter Druckluft 
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Für das Beispiel ergeben sich im Anfangszustand die in Abb. 6.5 eingezeichneten 
Volumenanteile 0S . Unterhalb des Grundwasserspiegels wird dabei von einer vollen 
Wassersättigung ausgegangen. In der Kapillarzone wird vereinfacht mit einer Wasser-
sättigung von 50 % als Startwert gerechnet. Das dürfte für die Berechnung der Druck-
luftströmungen aus dem Tunnel ausreichend genau sein. Oberhalb der Kapillarzone 
wird ein Sättigungsgrad von 0 angesetzt. Für den Anfangszustand soll hier im Grund-
wasserbereich von einem statischen Zustand ausgegangen werden. Bei b  nach (6.13b) 
und dem entsprechenden Koordinatensystem nach Abb. 6.5 ergibt sich aus (6.29b) für 
GR  mit der Randbedingung ( )3 ,0GR0 GR atmx = = : 
, 3
FR
GR0 GR atm g x
RT
 = −    (6.31a) 
















Die Randbedingungen legen fest, wie sich Prozessvariablen oder Funktionen und deren 
Ableitungen an den Rändern des modellierten Gebietes zu allen Zeitpunkten 
entwickeln. Grundsätzlich unterschieden werden die Neumann- und die Dirichlet-
Randbedingungen. Neumann-Randbedingungen legen hier die Normalkomponente 
eines der Massenflüsse ( )in w  an einem Rand fest. n  ist dabei der nach außen 
gerichtete Normaleneinheitsvektor zum Rand. Dirichlet-Randbedingungen legen hier 
Werte für S  oder GR  fest. Die Vorgabe von anderen Größen, zum Beispiel eines 
atmosphärischen Luftdrucks, erfolgt, wie zum Beispiel in (6.31) über die beiden Größen 
S  und GR . 
An den Rändern ist für jede der beiden Fluide eine Randbedingung des einen oder ande-
ren Typs vorzusehen. Grundsätzlich sind dabei folgende Kombinationen möglich: 
 
RB-Typ Wasser (F) Luft (G) 
Wasser Luft Neumann-RB Dirichlet-RB Neumann-RB Dirichlet-RB 
vorgegeben wird: Fn w  S  Gn w  GR  
NN     
ND     
DN     
DD     
Tab. 6.2: Mögliche Kombinationen der Randbedingungen 
Die Formulierung von weiteren, andersartigen Randbedingungen ist vor allem aus 
mathematischer Sicht durchaus möglich (vgl. z.B. Bear, 1972, S. 252); dieses Ziel wird 
jedoch hier nicht verfolgt. 
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Zur Beschreibung einer Problemstellung dürfen nicht ausschließlich Neumann-Rand-
bedingungen gegeben sein. Zumindest eine Dirichlet-Randbedingung ist notwendig, um 
die Prozessvariablen festlegen zu können (vgl. auch Bear, 1972, S. 247). 
 
Abb. 6.6: Randbedingungen für das Beispiel: Tunnel unter Druckluft 
Anhand des Beispiels sollen nun die verschiedenen Kombinationen von Randbedingun-
gen näher erläutert werden. Tab. 6.3 gibt verschiede Varianten der in Tab. 6.2 vorge-
stellten Typen an. Die Rand-Nr. bezieht sich dabei auf Abb. 6.6 und der RB-Typ auf 
Tab. 6.2. 







(1) ND 0F =n w , 
,GR GR atm =  
den atmosphärischen Rand passieren keine 
Wassermengen, der Luftdruck ist dort 
atmosphärisch 
(2) ND ( ),F F regenw t = −n w ,
,GR GR atm =  
über den Rand wird durch Regen eine 
vorgegebene Wasserrate zugeführt, 
der Luftdruck ist atmosphärisch 
(3) DD 0S S= , GR GR0 =  am seitlichen Rand bleiben die Anfangswerte 
von Volumenanteilen und Realdichte der Luft 
erhalten, d.h. der Grundwasserspiegel und die 
Kapillarzone bleiben erhalten, Wasser und Luft 
können aus dem Gebiet strömen; 
möglich ist auch eine RB wie (4) 
(4) NN 0F =n w , 
0G =n w  
der untere Rand wird als undurchlässig 
gegenüber Luft und Wasser modelliert, 
Volumenanteile und Realdichte der Luft 
können sich frei einstellen; 
möglich ist auch eine RB wie (3) 
(5) NN 0F =n w , 
0G =n w  
der Rand an der Tunnelschale ist undurchlässig 
gegenüber Luft und Wasser; der Luftverlust 
über diesen Rand wird dann vernachlässigt 
(6) NN ( ),F F abw t =n w , 
0G =n w  
durch den Rand am Ablass findet keine 
Luftströmung statt, die Flüssigkeitsabfuhr ist 
beim Füllprozess der Kammer mit Luft positiv 
, ( ) 0F abw t   und wird im Anschluss daran zu 0 
gesetzt 
(7) ND 0F =n w , 
,GR GR druckluft =  
durch den Rand zur Druckluftzufuhr findet 
keine Wasserströmung statt, die Realdichte der 
Luft wird entsprechend dem vorgegebenen 
Luftdruck der Druckluft definiert 
- DN ( )S f t= , 
( )G Gw t =n w  
der Volumenanteil des Wassers und der 
Luftabfluss werden vorgegeben, 
Diese RB wird hier nicht benötigt, kann aber 
eventuell zur Modellierung einer (7) 
vergleichbaren RB verwendet werden. 
Tab. 6.3: Randbedingungen für das Beispiel: Tunnel unter Druckluft 
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7 Abschluss 
Zum Abschluss der Arbeit werden deren wichtigsten Aussagen in gebotener Kürze zu-
sammengefasst und einige wesentliche Erkenntnisse, die für die Bodenmechanik und 
deren Anwendung gewonnen werden konnten, aufgeführt. 
Es schließt sich eine Aufstellung einiger – aus Sicht des Autors – anliegenden 
Forschungsaufgaben zum mechanischen Verhalten des Bodens an. 
Der letzte Abschnitt bietet einen Ausblick auf den langfristigen Forschungsbedarf in der 
Bodenmechanik, wie dieser vom Autor – vor allem infolge der Arbeit an dieser Schrift 
– gesehen wird. 
Das letzte Wort hat ein Dichter, der sich vor etwa 200 Jahren über die Wissenschaft 
Gedanken gemacht hat. Er könnte mit seiner Ausführung die Bodenmechanik gemeint 
haben. 
7.1 Zusammenfassung 
Die wichtigsten Aussagen dieser Arbeit sollen nun zusammengefasst werden: Böden 
sind aus verschiedenen Bestandteilen zusammengesetzt. Die drei für das mechanische 
Verhalten wichtigen Bestandteile sind: die festen Körner, das flüssige Wasser und die 
gasförmige Luft. Das mechanische Verhalten des Bodens insgesamt und die mechani-
schen Wechselwirkungen der einzelnen Phasen lassen sich mit einem Dreiphasensystem 
beschreiben. Die festen Körner bilden normalerweise ein Korngefüge, das für boden-
mechanische Untersuchungen meistens als ein festkörperartiges Kontinuum modelliert 
werden kann. Die beiden Fluide Wasser und Luft bewegen sich in den Poren des als 
verformbar anzusetzenden Korngefüges. Diese Bewegungen können als Zweiphasen-
strömung in einem deformierbaren porösen Medium beschrieben werden. Zweiphasen-
strömungen werden in unterschiedlichsten wissenschaftlichen Disziplinen behandelt. 
Derzeit werden die mechanischen Wechselwirkungen der Phasen des Bodens mit klassi-
schen Ansätzen beschrieben, die letztlich auf Wissenschaftler wie Darcy und Terzaghi 
zurückgehen, die durch Intuition zu genialen Ansätzen gelangt waren. Die historische 
Entwicklung der klassischen Gleichungen zur Zweiphasenströmung brachte mit sich, 
dass diese Ansätze im Laufe der Zeit in geradezu exzessiver Weise modifiziert wurden, 
so dass eine Bestandsaufnahme und Neuordnung aller Annahmen, Gesetze und Folge-
rungen notwendig erschien. 
Die rationale Mechanik im Sinne Truesdells wurde als die geeignete Basis für eine der-
artige Neuordnung befunden. Die Theorie poröser Medien, als ein mechanisches Modell 
zur rationalen Behandlung von Mehrphasenproblemen, wurde deshalb in dieser Arbeit 
zugrunde gelegt. Die Theorie poröser Medien stellt das geeignete Werkzeug zur 
Beschreibung der Mechanik des Bodens dar. Sie erlaubt die Beschreibung der Bewe-
gung einzelner Konstituierenden und deren Wechselwirkungen. Neben einer sauberen 
Formulierung thermodynamischer Erhaltungssätze gibt sie die Spielregeln für die Auf-
stellung der konstitutiven Gleichungen an, welche das Stoffverhalten beschreiben. 
 
Als einfacher, selbst mit klassischen Gleichungen einigermaßen zutreffend zu beschrei-
bender Sonderfall stehen die Einphasenströmungen im starren Korngefüge da. In dieser 
Arbeit wurden aus den mechanischen Erhaltungssätzen sowie einigen gezielt gewählten 
konstitutiven Beziehungen Gleichungen der klassischen Bodenmechanik abgeleitet. 
Durch die Protokollierung der hierzu notwendigen Annahmen konnte die einschrän-
kende Gültigkeit einiger klassischer Gleichungen gezeigt werden. Zugleich gibt die 
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rationalmechanische Beschreibung der Einphasenströmung einen guten Einblick in die 
Mächtigkeit der Theorie poröser Medien. 
 
Für die Zweiphasenströmung in einem deformierbaren Korngefüge wurde in dieser Ar-
beit ein möglichst einfaches Modell eingeführt. Es wurden dabei einige Grundgleichun-
gen, wie die mechanischen Erhaltungssätze und die Saturierungsbedingung formuliert. 
Konstitutive Gleichungen zur Beschreibung der mechanischen Wechselwirkungen der 
Phasen des Bodens wurden im fünften Kapitel eingeführt. Notwendig und hinreichend 
waren derartige Beziehungen für die Realdichten der inkompressiblen Konstituierenden, 
die Spannungstensoren sowie die Interaktionsterme der Bewegungsgleichungen. Einige 
Rahmenbedingungen für diese Gleichungen konnten durch die Einbeziehung der Spe-
zialfälle gewonnen werden. Die eingeführten konstitutiven Gleichungen orientieren sich 
soweit wie möglich an den klassischen Gleichungen – ohne deren Gültigkeit jedoch 
vorauszusetzen. Dabei konnten einige Begriffe und Phänomene mechanisch rational 
gedeutet werden. 
 
Für ein starres Korngefüge wurden die Massenerhaltungs- und Bewegungsgleichungen 
der beiden Fluide mit den zugehörigen konstitutiven Gleichungen weiter ausgewertet. 
Einzelne Terme wurden dabei im Detail mechanisch gedeutet, auch um einen besseren 
Vergleich mit den klassischen Gleichungen zu erreichen. 
Im Hinblick auf eine numerische Lösung der Differentialgleichungen für konkrete 
Problemstellungen wurden weitreichende Hinweise zur Wahl der System-, Boden- und 
Fluidparameter gegeben. Darüber hinaus wurden die Differentialgleichungen für Dar-
stellungen in verschiedenen Koordinatenräumen spezifiziert sowie Anfangs- und Rand-
bedingungen klassifiziert und ausgearbeitet. 
7.2 Erkenntnisse 
Da für viele unterschiedliche Forschungsdisziplinen Zweiphasenströmungen in der hier 
vorliegenden Art eine wichtige Rolle spielen, ist die Zusammenfassung unterschiedlich-
ster Forschungsergebnisse aus diesen Disziplinen für alle diese Disziplinen von großer 
Bedeutung. Ein solcher Fortschritt wird durch die historisch bedingt sehr uneinheitliche 
Sprache behindert. Auch die klassischen Gleichungen der Bodenmechanik beinhalten 
viele unklare Begriffe, Größen und Abhängigkeiten. 
Vorrangiges Ziel bei der Beschreibung von Zweiphasenströmungen muss demnach das 
Bestreben nach Vereinheitlichung der Sprache verschiedener Disziplinen sein. Die 
Theorie poröser Medien ist in der Lage, auf Basis rationaler Mechanik viele Unklarhei-
ten und Missverständnisse zu beseitigen. 
Um für die Bodenmechanik noch allgemeiner verwendbar zu sein, müssen die Ansätze 
für konstitutive Beziehungen nach Bowen, de Boer, Ehlers, Bluhm u.a. hinsichtlich im-
pliziter Beziehungen für Spannungstensoren und Spannungszuwachs-Verhalten erwei-
tert werden. 
 
Die Herleitungen zu den Einphasenströmungen haben gezeigt, dass die klassischen 
Gleichungen der Bodenmechanik – mit einigen Einschränkungen – auch strengen 
theoretischen Anforderungen genügen. Das gilt insbesondere für das Gesetz von Darcy 
und das Prinzip der wirksamen Spannungen von Terzaghi.  
 
Für die Zweiphasenströmung, wie sie hier modelliert wurde, ist die Auswertung der 
Gleichung zur Erhaltung der Energie nicht erforderlich. Bei mechanischen Problem-
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stellungen, die durch thermische Fragestellungen überlagert werden, könnten aus der 
Energiebilanz weitergehende Schlüsse gezogen werden. Die Auswertung der Entropie-
ungleichung, die in den eher theoretisch geprägten Arbeiten einen hohen Stellenwert 
einnimmt, bringt zwar einige wertvolle Erkenntnisse für die Wahl von konstitutiven 
Beziehungen, wäre aber bei dem in dieser Arbeit erarbeiteten Modell bereits so kompli-
ziert, dass sie Gegenstand eigener Abhandlungen – vornehmlich im Bereich der Mathe-
matik – sein könnte. Die Alternative, durch mathematisch vereinfachende Annahmen, 
thermodynamisch zulässige konstitutive Beziehungen zu gewinnen, führt nach Auffas-
sung des Autors zu Restriktionen, die zwar hinreichend, aber nicht notwendig sind. Die-
ses engt den Spielraum für den Bodenmechaniker zu sehr ein. 
Die Taktik, sich der Zweiphasenströmung nach grundlegenden Ansätzen über einige 
Spezialfälle zu nähern, hat sich als sehr ergiebig erwiesen. So können nun auch Ansätze 
für fehlendes Korngefüge und damit "freie" Strömungen mit einbezogen werden. 
Besonders für die Formulierung von Randbedingungen bietet das Vorteile. 
 
Über die Formulierung von konstitutiven Beziehungen für die Zweiphasenströmung 
konnten einige Phänomene makroskopisch gedeutet werden. Das gilt für die "Durch-
lässigkeiten", "reduzierten Durchlässigkeiten", die "Kapillarität", sowie die "Saugspan-
nungs-Sättigungs-Beziehung". Bemerkenswert erscheint mir die Feststellung, dass der 
Druck der inkompressiblen Phase Wasser, im Gegensatz zu der gängigen Literaturmei-
nung, hier konstitutiv bestimmbar ist. Erzeugen zwei nichtmischbare Fluide Kapillar-
effekte in einem porösen Medium, so sind die Drücke der Fluidphasen aneinander ge-
bunden. Da der Druck der kompressiblen Phase von deren Realdichte abhängt, ist auch 
der Druck der anderen, also inkompressiblen Phase von der Realdichte der kompressi-
blen Phase abhängig. Lediglich im Sonderfall, dass diese andere Fluidphase nicht vor-
handen ist, degeneriert die konstitutive Gleichung in der Bewegungsgleichung zu der 
bekannten Gleichung mit einem unbestimmten Druck. 
Die hier vorgenommene Unterteilung der Wirkung der Porenfluide auf das Korngefüge 
in eine innere und eine äußere Wirkung erscheint mir wesentlich, um die Komplexität 
der Wirkungsweise der Fluide auf das Korngefüge zu entflechten. Bei der Einphasen-
strömung wird die äußere Wirkung, die für Auftrieb und Konsolidierungsprozesse ver-
antwortlich ist, mit dem Terzaghischen Prinzip berücksichtigt; die innere Wirkung ent-
fällt dort. Bei der Zweiphasenströmung kann die äußere Wirkung der Porenfluide, durch 
eine einfache Erweiterung des Terzaghischen Ansatzes erreicht werden, die innere Wir-
kung kommt hinzu und zeichnet für Kapillarkohäsion, Schrumpfen und Schwellen ver-
antwortlich. Eine geeignete Möglichkeit, die innere Wirkung der Porenfluide zu berück-
sichtigen, besteht darin, die Materialparameter der konstitutiven Gleichungen für das 
Korngefüge zu variieren, d.h. vom Porenanteil und dem Sättigungsgrad abhängig zu 
machen. 
 
Für eine Zweiphasenströmung im starren Korngefüge ergaben sich neben der Dichte der 
Luft und dem Sättigungsgrad die Massenstromdichten der beiden Fluidphasen als ge-
eignete Prozessvariablen. Zweiphasenströmungen im starren Korngefüge lassen sich im 
dreidimensionalen Raum mit acht skalaren Differentialgleichungen bei acht skalaren 
Unbekannten beschreiben. Die Fluide können sich dabei in einem zeitlich und örtlich 
beliebig variierenden Gravitationsfeld bewegen. Auch Versuche in geotechnischen 
Zentrifugen sind damit also lückenlos darstellbar. 
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7.3 Akuter Forschungsbedarf 
Um die vorliegenden Forschungsergebnisse für die Praxis nutzbar zu machen, ergibt 
sich der folgende akute Forschungsbedarf unmittelbar: 
Zunächst ist ein numerisches Verfahren zur Lösung der im sechsten Kapitel aufgeführ-
ten Differentialgleichungen für die Strömungen im starren Korngefüge zu entwickeln. 
Dieses ist vor allem deshalb notwendig, um erste Anhaltswerte für die verschiedenen 
Parameter bestimmen zu können. Auch um das vorhandene Modell und seine Funktio-
nen gegebenenfalls modifizieren zu können, ist eine numerische Lösung der Differen-
tialgleichungen eine dringliche Aufgabe. 
Als nächstes sind dann Versuche zu konzipieren, um für konkrete Böden die Parameter 
zu bestimmen. Dabei kann möglicherweise auf einige Versuchsaufbauten aus der 
Literatur zurückgegriffen werden. Erschöpfend können die Versuche aufgrund ihres 
zweifellos instationären und inhomogenen Charakters nur mit Hilfe einer inversen 
Problemstellung ausgewertet werden. Im Zuge einer derartigen Parameteroptimierung 
wird es möglich sein, konkreten Böden Parameter zuzuordnen. 
Die Auswertung von Versuchsergebnissen verschiedener Bodenarten wird zeigen, wie 
stark die unterschiedlichen Parameter korrelieren. Für praktische Zwecke dürfte sich die 
Anzahl der Parameter erheblich reduzieren lassen. 
 
Als wichtigste und naheliegendste Erweiterung des Modells steht der Einfluss der Ver-
formungen des Korngefüges auf die Strömungen an. Dieser Einfluss kann sowohl für 
baupraktische als auch für experimentelle Aufgabenstellungen sehr wichtig werden. 
Beim Tunnel unter Druckluft stellt sich so die Frage, ob die unvermeidlichen Verfor-
mungen des Korngefüges dessen Durchströmungseigenschaften nicht im Hinblick auf 
eventuelle Ausbläser entscheidend ändern. Das gleiche Problem wird bei entsprechen-
den Laborversuchen fraglos auftreten. 
 
In Sachen "Zweiphasenströmungen im Grundbau" bedürfen noch Durchlässigkeits-
eigenschaften von Geotextilien, Rosten, Membranschichten an der Tunnelortsbrust so-
wie Sicherheitsbetrachtungen eingehender Diskussionen. Erstrebenswert ist darüber 
hinaus auch die Aufnahme von weiteren Effekten in das Modell: 
− Kompressibilität der einzelnen Körner 
− Einfluss der Temperatur (z.B. zur Beschreibung von Bodenvereisung) 
− Anisotropie des Korngefüges hinsichtlich der 
Durchströmungseigenschaften 
− hysteretisches Verhalten der Fluiddrücke 
− Mehrphasenströmungen (z.B. zur Beschreibung von 
Schadstoffausbreitungen) 
− Chemische Effekte (z.B. Entstehen von Gasblasen) 
− Osmose 
 
Auch für den eher theoretisch orientierten Mechaniker ergibt sich aus dieser Arbeit er-
heblicher Forschungsbedarf. So sollte die Auswertung der Entropieungleichung grund-
sätzlich neu überdacht werden. Interessant wäre für grundbauliche und bodenmechani-
sche Fragestellungen auch, mehr über die Zusammenhänge zwischen Mikro-, Makro- 
und den Zwischenebenen zu erfahren, um zum Beispiel den Einfluss von Aggregat-
strukturen, die zeitliche Abhängigkeit von Prozessen sowie Hysteresen zutreffender 
beschreiben zu können. Ein interessantes Arbeitsfeld bietet die Darstellung der Bewe-
Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen 119 
gung von granularen Stoffen mit einer Eulerschen Beschreibung. Granulare Stoffe mit 
stark differierenden Korngrößen könnten dabei als Mehrphasensysteme behandelt wer-
den, um damit zum Beispiel Erosionsprobleme rationalmechanisch beschreiben zu kön-
nen. 
 
Auch für Mathematiker ergeben sich zahlreiche Aufgabenstellungen. Die Analytische 
Mathematik kann einbezogen werden durch die weitergehende Formulierung von Rand-
bedingungen. Die Numerische Mathematik wird benötigt, um numerische Algorithmen 
und Programme für die physikalischen Modelle zu erstellen. Ebenso bietet sich zur 
Auswertung von Versuchen die Lösung von inversen Problemstellungen, die Para-
meteroptimierung, als interessantes Betätigungsfeld an. Dies gilt sowohl für die Zwei-
phasenströmung in einem starren Korngefüge als auch in besonderem Maße für die In-
teraktion zwischen einem deformierbaren Korngefüge und den Fluidströmungen. 
7.4 Ausblick 
Durch die eingehende Beschäftigung mit der Theorie der porösen Medien wird der 
wissenschaftlich arbeitende Bodenmechaniker zu der Erkenntnis gelangen, dass die 
Theorie poröser Medien insbesondere für die Bodenmechanik ein wertvolles Gerüst 
bietet. Bedingt durch die historische Entwicklung der klassischen Bodenmechanik wer-
den die Möglichkeiten, die diese Theorie zur Aufstellung von Gleichungen zum mecha-
nischen Verhalten des Bodens bietet, bisher kaum genutzt. Zu Beginn der Boden-
mechanik als Wissenschaft war die Theorie nicht vorhanden – dank der geringen Anfor-
derungen aber auch nicht nötig. Heute arbeitet die klassische Bodenmechanik weit-
gehend mit ihren eigenen Begriffen, Parametern und Gleichungen – und ist dadurch 
gegenüber der Theorie weitgehend abgeschottet und fast immun gegenüber fundamen-
talen Verbesserungen. 
Ein längerfristiges, übergeordnetes Forschungsziel sollte es sein, eine "neue Boden-
mechanik" auf Basis der rationalen Mechanik und der Theorie poröser Medien zu for-
mulieren. Dieses bedingt auch die Einführung der Vorzeichendefinition der Mechanik 
für Spannungen, teilweise auch deren Parameter sowie die rationale Einbeziehung der 
Strömungen in die Bodenmechanik (wie in dieser Arbeit geschehen). Derartige Kon-
ventionen wären in Kosten und Nutzen der Einführung und Verbindlichkeit des metri-
schen Systems vergleichbar. Sie würde den Mechanikern und Mathematikern den Ein-
blick in die Bodenmechanik gestatten und damit auch die Entwicklung von effizienteren 
und vereinheitlichten numerischen Lösungen von Gleichungen beschleunigen. Außer-
dem bietet eine solche Konvention die Möglichkeit, verschiedene Stoffgesetze der 
Bodenmechanik besser zu kategorisieren und zu katalogisieren und trägt so auch zur 
Übersicht über die Stoffgesetze bei. Der Bestand an Stoffgesetzen müsste einer 
kritischen Betrachtung unterzogen werden – einzelne Stoffgesetze dann entweder 
verworfen oder ausgewählt werden. Für das Aufstellen von neuen Stoffgesetzen gäbe es 
genaue Spielregeln. 
Auch für andere Disziplinen hätte eine solche Vorgehensweise viele Vorteile. Für den 
Bauingenieur wird das durch die an Wichtigkeit zunehmende Interaktion Baugrund-
Bauwerk dokumentiert. 
 
Ziel sollte es nicht sein, für alle Problemstellungen – auch die sehr einfachen – ein und 
dasselbe hochkomplizierte Berechnungsmodell zu benutzen, jedoch sollte ein Berech-
nungsmodell mit sehr vielen Möglichkeiten vorgehalten werden, das bei Bedarf auf 
seine, für die aktuelle Problemstellung wirklich notwendigen Bestandteile reduziert 
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werden kann. Diese Vorgehensweise macht die getroffenen Vereinfachungen protokol-





Nun als letztes zu Johann Wolfgang von Goethe, der sich vor etwa 200 Jahren in seinen 




 Das Wissen wird durch das Gewahrwerden seiner Lücken, 
 durch das Gefühl seiner Mängel zur Wissenschaft geführt, 
 welche vor, mit und nach allem Wissen besteht. 
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8 Verzeichnisse 
Verzeichnet werden hier die zur Unterscheidung von Skalaren, Vektoren und Tensoren 
verwendeten Formate, die Variablenbezeichnungen mit einem Seitenverweis auf eine 
Definition oder eine erste Benutzung, die verwendeten Indizes, die Operatoren zur Ver-





Bezeichnung Format Beispiele 
Skalare Standard Textformat in kursiv 
GR , k  
Vektoren Standard Textformat in fett 
Fw , b  




Variable Einheit Bedeutung Seite 
  - Platzhalter für ein skalares Feld  
  1 Materialparameter nach Drucker/Prager 90f 
i  - Materialparameter 85,100 
'  N/m3 Wichte des Bodens unter Auftrieb 44 
kR  N/m
3 Reale Wichte des Fluids k  39 
r  N/m
3 Wichte des wassergesättigten Bodens 45 
  - Zuwachs.... 91 
k  m s2 /  innere spezifische Energie der Konstituierenden k  25 
k  Pa s  dynamische Viskosität des Fluids k  30,103f 
  °C Temperatur 103 
  ° Zylinderkoordinate (Winkel) 106 
  1 Funktion vom Sättigungsgrad nach Bishop 82 
  Pa Materialparameter nach Drucker/Prager 90f 
  Pa erste Lamé-Konstante 88 
  1 unbestimmter Parameter zur Fließbedingung 90 
  Pa zweite Lamé-Konstante 88 
  1 Querkontraktionszahl 88 
k  kg/m
3 Partialdichte der Konstituierenden k  20,31,52,98 
kR  kg/m
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Variable Einheit Bedeutung Seite 
  Pa Totale (Normal-)spannungen 7,82f 
   Pa Wirksame (Normal-)spannungen 7,82f 
ij  Pa Schubspannungen 30 
  ° Reibungswinkel 91 
k  m Funktionssymbol für die Kinematik der 
Konstituierenden k  
20 
S  N m
kg
  Energiedichtefunktion zur Darstellung eines 
hyperelastischen Stoffgesetzes 
88ff 
  1/s Winkelgeschwindigkeit (einer Zentrifuge) 101 
 
 
Variable Einheit Bedeutung Seite 
c  Pa Kohäsion 90 




lokaler Energiezuwachs der Konstituierenden k   
Ve  1 Volumendehnung 91 
f  - skalarwertige Funktion  
f  Pa Funktion zur Fließbedingung 91f 
cf  Pa Kapillaritätsfunktion 77,95 
ijf  1 Resistivitätsfunktion 70 
g  m/s2 Betrag der Erdbeschleunigung 37 
h  m Standrohrspiegelhöhe 37 
k  m/s Durchlässigkeitsbeiwert nach Darcy 38 
ijk  m/s Durchlässigkeitsfunktionen nach Darcy-
Buckingham 
9 
n  1 Porenanteil 52,102 
kn  1 Volumenanteil der Konstituierenden k  19 
cp  Pa Kapillarspannung 8,76,82f 
kp  Pa Partialdruck des Fluids k  31,32,72,77f 
kRp  Pa Realdruck des Fluids k  31,36 
q  - Funktion zur Fließregel 90f 
r  m Zylinderkoordinate (Radius) 106 
ijr  1/s Widerstandsterme 99f 
t  s Zeit 20f 
it  Pa Hauptwerte der Extraspannungen des Korngefüges 91 
u  Pa Porenwasserdruck 7 
au  Pa Luftdruck 82f 
iu  Pa Druck aus der inneren Wirkung der Porenfluide auf 
das Korngefüge 
85 
wu  Pa Wasserdruck 82f 
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Variable Einheit Bedeutung Seite 
E  Pa Elastizitätsmodul 88 
CFF  Pa Kapillarkraftfunktion 96f 
G  Pa Schubmodul 89 
TI  Pa Erste Invariante des Spannungstensors T  90f 
TII  Pa
2 Zweite Invariante des Spannungstensors T  90f 
kJ  1 Jakobi-Determinante der Konstituierenden k  21f 
K  m2 intrinsische Permeabilität eines Korngefüges 36,69 




 Gaskonstante für die Luft 33,100 
R  m-2 Resistivität des Korngefüges 69,71,95,100 




Resistivität der Fluide untereinander 69,71,95,100 





S  1 Sättigungsgrad der Poren mit Wasser 52 
kS  1 Sättigungsgrad der Poren mit dem Fluid k  8 




Variable Einheit Bedeutung Seite 
a  - Platzhalter für ein Vektorfeld  
b  m/s2 eingeprägte Beschleunigung des Systems 31,95,101f 
kb  m/s
2 eingeprägte Beschleunigung für die 
Konstituierende k  
24 
g  m/s2 Vektor der Erdbeschleunigung 37 
ki  1 hydraulischer Gradient des Fluids k  9 




partieller Energiezuflussvektor der 
Konstituierenden k  
25 
ks  N/m
3 volumenbezogene Interaktionskraft der 
Konstituierenden k  
24,35,53,59 
k0s  N/m
3 volumenbezogene Interaktionskraft der 
Konstituierenden k  infolge örtlicher 
Veränderlichkeit der Volumenanteile 
34,59,78f 
kEs  N/m
3 volumenbezogene Extra-Interaktionskraft der 
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Variable Einheit Bedeutung Seite 
v  m/s Filtergeschwindigkeit eines Fluids 6,38,98 
kw  kg
m s2 
 Massenstromdichte des Fluids k  98 
x  m Ortsvektor 20 
kx  m Ortsvektor für die Konstituierende k  22 
kX  m Referenzplatzierung eines materiellen Punkts der 





Variable Einheit Bedeutung Seite 
σ  Pa Tensor der totalen Spannungen (nach Terzaghi), 
Druck entspricht positivem Vorzeichen 
45 
'σ  Pa Tensor der wirksamen Spannungen (nach 
Terzaghi), Druck entspricht positivem Vorzeichen 
45 
kf  Pa 
Symbol für symmetrische, tensorwertige 
Funktionen 
27,86 
A  - Platzhalter für ein Tensorfeld  
I  1 Identitätstensor 33 
SE  1 Lagrangescher Verzerrungstensor des Korngefüges 88 
lin
SE  1 linearisierter Lagrangescher Verzerrungstensor des 
Korngefüges 
88 
kF  1 Deformationsgradient der Konstituierenden k  21,87 
kC  1 rechter Cauchy-Greenscher Verzerrungstensor der 
Konstituierenden k  
57,87f 
kD  1/s symmetrischer Anteil des 
Geschwindigkeitsgradienten der Konstituierenden 
k  
57 
K  m2 Permeabilitätstensor 36f 




Tensor der Widerstandsparameter für die 
Einphasenströmung 
36 
kT  Pa Cauchyscher Spannungstensor der 
Konstituierenden k  
24,25f,57 
SET  Pa Cauchyscher Spannungstensor der Extra-
Spannungen des Korngefüges 
33,43ff,57, 
84ff 
SWT  Pa Cauchyscher Spannungstensor der wirksamen 
Spannungen des Korngefüges 
85f 








  tangential (Zylinderkoordinate) 
atm  atmosphärisch (Druck, Dichte der Luft) 
r  radial (Zylinderkoordinate) 
D  Deviatorischer Anteil 
E  Extra-... 
F  Flüssigkeit (Wasser) 
G  Gas (Luft) 
R  real (für physikalisch reale Größen) 
S  Korngefüge (engl. solid = fest) 
k  Konstituierende k  bzw. Fluid k  
max  maximal 
min  minimal 
0 Anfangswert (Zeitpunkt 0t = ) 
1 Kartesische Koordinate ( 1x -Richtung) 
2 Kartesische Koordinate ( 2x -Richtung) 
3 Kartesische Koordinate ( 3x -Richtung) 
* Abhängigkeit von n  und S  (innere Wirkung der Porenfluide) 
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8.4 Operatoren 


















    
       
  




Gradient bezüglich der 
Referenzplatzierung iX  der 




















       
             
                     
       




Gradient bezüglich der 
Referenzplatzierung iX  der 






































Gradient bezüglich der 

















   
    
   
    
   
 




Gradient bezüglich der 











materielle zeitliche Ableitung 
des Skalars   bezüglich der 







































materielle zeitliche Ableitung 
des Vektors a  bezüglich der 
Konstituierenden i  
*"Auswertung" bezieht sich hier auf ein orthonormiertes Basissystem  
  (kartesische Koordinaten)  
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Differentation eines Skalars 
























Differentation eines Vektors 
nach der Zeit 
 




11 22 33 23 32
12 21 33 23 31
13 21 32 22 31
A A A A A
A A A A A


























       
+ +             
        + +                
       




Divergenz des Tensors 
bezüglich der 
Referenzplatzierung der 


















+ +    
  
+ +    
   
+ + 




Divergenz eines Tensors 
bzgl. der aktuellen 
Platzierung 















Transposition eines Tensors 
1−A  es gilt:   ( )1− =A A I  Invertierung eines Tensors 
  2 2 2
2 2 2
1 2 3x x x





angewendet auf eine skalare 
Variable 
 
*"Auswertung" bezieht sich hier auf ein orthonormiertes Basissystem 
  (kartesische Koordinaten) 
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Die Phasen des Bodens und ihre mechanischen Wechselwirkungen
- Ein Konzept zur Mechanik teilgesättigter Böden
Die Arbeit widmet sich der Beschreibung des mechanischen Verhaltens von
teilgesättigten Böden. Die an den bodenmechanischen Prozessen beteiligten
Phasen sind das Korngefüge, Wasser und Luft. Grundlage der Abhandlung ist
die konsequente Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Böden mit
den Erhaltungssätzen von Masse und Bewegungsgröße sowie die Entwicklung
entsprechender konstitutiver Gleichungen.
Die Arbeit befasst sich besonders mit den Wechselwirkungen zwischen den
drei Phasen des Bodens. Diese Wechselwirkungen sind verantwortlich für viele
wichtige Phänomene in der Bodenmechanik, wie zum Beispiel: Auftrieb,
Durchlässigkeit, Strömungskräfte, Kapillarität und Kapillarkohäsion. Die
Wechselwirkungen mechanisch zutreffend zu beschreiben, ist für die
Nachweise im Grundbau von erheblicher Bedeutung.
Die Arbeit basiert auf Ansätzen der „Theorie poröser Medien“. Sie zieht
Erkenntnisse aus benachbarten Forschungsdisziplinen wie der theoretischen
Mechanik, der Bodenkunde, der Lagerstättenkunde und des Chemie-
ingenieurwesens heran und untersucht diese auf Brauchbarkeit für die
Bodenmechanik.
Abschließend werden die Gleichungen für den Spezialfall eines starren
Korngefüges so aufbereitet, das damit zum Beispiel für den Tunnelbau
entsprechende Anfangs-Randwert-Probleme formuliert werden können.
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